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1. WSTEP. Bedziemy rozwaéaé uylaczn -] wielomianv o wapbiczynnikach w cie-
le liczb- zespolonych ¢., co pozwala utoZsamiaé wielomizny n zmiennych 2  wod-
weorowaniami wielomianowymi ¢ w . Jezeli P : 4"+ ¢ jest niezerowym wie-
lomianem, to deg P oznacza jego stopien, natomiast P+ Jest "forma wiodaceg"
wielomianu P tzn. sumg wszystkich jednomiandw stopnia. deg P wystgpuigcych w
wielomianie P. Przyjmujemy umowg: deg O = -=, Na pytanie o liczbg roswigzad
zespolonych ukiadu réunad wielomianowych odpowiada twierdzenie Bezauta; ktiére

zacytujemy tutaj w najprostszym sformulowaniu.

TWIERDZENIE BEZOUTA. Jedeli uklad réwnas wia*xomfmmw'ch
(%) ) 'ﬁi(xl,.;.,xn) é 0, j ) i --1.;..,p;
speinia watanix ‘

a) ukléd (*} nie ma.rdzuiazaﬂ w nieskoficzonodci, tzn. ukiad réwnad jednorodnych

'r (xl, ..,x )= 0 i= 1,...,n, ma vylgcznie zerowe rozwiazsnie. @
b) wszystkie rozwiazanla uktadu (¥*) sg pojedyncze, - ten. jakobian - I? -
= det (BFi/dxj) nie zeruje sig na zadnycm rozwigzaniv, : :

g
to uklad (*) ma dokladnie N deg F

rozwigzan.

i

W powyzszej postaci iwie:diénie Bezouta znane jeét od z gorg 'Suﬁstu lat,
jakkolwiek pierwsze jego dowo&y nie pdpowiadajq'dzisiéjszym uymaganibm . éciéio—
gci, Stbsunkbwo niedawno 2apytano,o réeczywiste‘odpo?iednﬁki tegd twierdze-
nia. Zatéimy mianowicie, Ze uklad'(*) speinisjacy zaloZenia tﬁierdzenia - Bezouta
ma wspokczynniki rzeczywiste. Mozna wtedy zapytaé o liczbe rozwigzan rzeczywis-
tych tegc uktadu. Dokladniej bedziemy sig interesowaé "algebtaicznq liczbg I
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rozwigzad rzeczywistych ukiadu (¥} zdefiniowang nastepujgco:

I = sign IF(a);
P

gdzie suma rozciggnigta jest na rozwigzania rzeczywiste ukladu (¥},

Tak wige rozwigzania a, dla ktdrych odwzorowanile F zachowuie orientacie
tg tanie, 2e I (a) > O . liczymy ze znakiem +, natomiast vozwigzania a, dla
ktorych F zmzenia orientacjg liczymy ze znakiem  -. Ten sposéb obliczania
liczby rozwiqzaﬁ wydaje sie naturainy i od dawna stosowany w topologii, przypom-
nijmy tu przykiadowo twierdzenie Poincarego-Hopfa, ktdre ustala réwnodé  liczby
algebraicznej zer pola wektorowege i charakterystyki Eulera rozmaitosci zwartej,
na ktérej pole jest okreslone, Aby przedstawié wynik dajgcy awigzek miegdzy liczba
‘I a stopniami  deg Fl,...,deg Fn zdefiniujemy’jeszéze “dla dowolnego ukladu
liczb catkowitych L > 0 liczbg Piotrowskiego '

n(ml,...,mn) = (liczba rozwigzan catkowitych réwnania diofantycznego

n . g o
a, +*+ . +a =(1/2) £ (m, -~ 1) speiniajgcych warunki 0 § a., §
i S n ; jmy - . . i

s w, - 100 die o Ew 3aiaimd)s

' Zauwaimy, ze gdy iil (m - 1) jest liczbg hiepatzystq;’to> n(ml.....mn) = 0.
Latwo obliczyé liczbe Piotrowskiego dla n ='2;' H(ml;mzl = 0, jesli ‘ml + m
jest nieparzysta, ﬂ(m .mz) = min{m ,mz), je$li liczba my +m, jest parzysta.
Nie istnieje jednak prosta formuta dia. liczby Piotrowskiego w ogdlnym . przypadku,.
chociaz obliczenie n(ml,...,mn) -dlg konkretnych wértoéci ‘1,.,.,mn nie
przedstawia trudnosci. [ i

Mozemy teraz sformulovaé nastgpujqce tuierdzenie:

TwIERDZENZE ARNOLUA CHOWANSKZEGO Zazéémy. ze uklad (*) spelhia ‘zaloﬁgniél‘
'a) b ) twierdzenia Bezouta oraz ma Hspolczynniki tzeczywiste.lﬂiech I . be-
- dzie zdefinievana uyzej algebraiczna liczba :ozwiqzan tego ukladu. Wtedy

‘Il Svn(ml..b.:...mn),” | 3

Tu1etdzenie pouyzsze W nieco slabszej formie zostalo udowodnione przez -Ar-
nolda w jego pracy L1 nastqpnie uogélnione przez Chowanskxego, : ktqry pokazal

2. "
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vownieZ; Ze oszacowanie dia i1t nie moZe zostal poprawione. Dokiadnie] w pracy
{3} Chowanski udowodnil, Ze nierdwneosc z twierdzenia Arnolda-Chowasiskiegc i1 latwa
do sprawdzenia kongruencja: I = {deg El ... deg Fn)(mod 2}  {(wynikajaca z faktu,
2e liczba rozwigzan nie-rzeczywistych ukliadu (¥) o wepdiczynnikach rzeczywistych
jest parzysta) s warunkami koniecznymi i dostatecznymi na to, aby istnial uklad
réwnai wielomianowych stopni @eg Fi (i = 1,...,n) o algebraicznej iiczbie roz-
wigzasi I. Chowariski podaX w cytowane] pracy oszacowania podobnegoe typu dia licz~
by algebraicenej rozwiazai rzeczywistych ukiadu (*) w cbszarze przestrzeni rY ok-
rveslonei przez nierdwnoSé wielomiasnowa G > 0. Tégo typu oszacowania . majg due
znaczenie w geometrii algeb:aicznej rzecgywisted 1 implicite wystgpowaly jui wpra-
_cach Piotréwsiiega i Piotrowskiego-Olejnik dotwvczgeych topologii zbiordu algebra-
icznych rzeczywistych, ]

' Celen Lego artykulu jest przedstawienie zasadniczych faktdw, ktdre prowadzg
do twierdzenia'Arnolda-ChduaﬁsRiEgo or&z opisanie w mozliwie prostej sytuacii me-
tody form kwadratowych, ktdra pozwala wyznaczyé liczbg I “Jake sygnaturg pewne]

formy kupdratowe) stowarzyszonej z ukiadem (*). Ten sposéb.badania liczby rozwig~

zaf rzeczywistych naleiy wiadciwie do Hermite a [5], ktéry pokazél jak uzyé form

kwadratowych do wyznaczenia liczby rozwiqzan rzeczywistych téwnanla ] uspélczyn-

nikach zzeczywistych.
Tnnym waZnym przykkadem metody form kwadtatouych jest twierdzeuie Eisenbuda-

-Levina {4] dajgce formule algebra}czna dla indeksu odwzorowania rzeczywistego a-

nalitycznego. Opiszemy ten rezultat w koﬁgoﬁej ézeéci artykulu.

UWAGA. Dalej aby wypowiadaé kréeej takie twierdzeaia jak zacytowane uyzej.
bedziemy uiywaé nastepujqcych oznaczesi. Zamiast uktadu (%) quziamy rozwaaé - od-
wzorowanie wielcmianowe Foam (Fl""'F ) przestrzeni Q? w siebie i zwigzane z

nim odwzorowanie F = (Fl,...,F ). Zbiér rozwigzad zespolonych uktadu (*) jest
wiec idantyczny z widknem F (O), natomiast ;biét'tozwiazaﬁ_taeezyuistyéh, to
F“l(o) n R Zaloéenieﬂ a)i"fwief&zeniai Bezouta ‘mozna zapisaé w formie

(F+)-1(0)3- {0}, natomiast zatoZenia b) uypouiemy nastgpujqco. zero 0 € ¢
Jest wartoécia regularnq odwzorowania F.‘ =

2. ALGEBRA RZECZYWISTEGO dnvzdkm#mi@wmmuimowmd._  Niech

L (Fl?...,Fﬁ).s ¢n:+ ¢"

_bedzie odwzorowaniem wieldnianouym rzeczywistym, tzn. takim; Ze jego:skladoge Fi
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f£i= 1,...,0) =3 wielomianami o wspdlczynnikach rzeczywistych.

Definiujemy:
A? = JR[Xl,.t.,Kn}!iyp

gdzie IF oznacza ideal plecdcienia wislomiandw genercowany praes skiadowe odwzoro-
wania F. |

Piavdcien 3? ma wige podobnie jak giaréaiaﬁ‘ wielomiandw strukturs algebry
nad cizlem liczb rgsczywistych. Gdy Pe IR{XQ,..\,Xﬁ}, to obraz P poprzez homo-
morfizm kanoniczny ﬁ{{XI....,Kn] »—&J' bedgieny ezuaczall {ri.
xm-l

1 4+ e *?'?cm

jest wielomianem o wspélezyanikach vzecgzywistych jedne} zmienne] X. Stosujgec al-

PRIVEEAD 1. Rozwaémy przypadek n = 1. Zatem F(x) = x" + a

gorytm deielenia 2z reszig stwierdzimy, Ze algebrg AF mong w rozwafanym | pray-
padku utozsamidé 2 algebra wielomiandw stopnia & m ~1:

m- 1

+ + .0 C :
Cc‘ Cll( o X .‘

m~1
ktdre dadajaﬁy i mnodymy przez liczby w swykiy sgoséb, natomiast’mnoiymy : mod (F),
tzn. iloczynem dwéch wielomiandw stopnia & m - 1 jest reszta 3z dzielenia przea
¥ 4ch pwyklego iloczyau. Zauwagmy jeszcze, ie bazg AF nad R tworzg obrazy

jednomiandw l.x....,xm—l.

FRIYKIAD 2, iZaiétmy, %e kaida wspélrzédna Fi odwgorowania wielomi#nowego- ¥
zaledy wylgcznie od zmienne]j xi,ﬂ a wige iy ' ;

m " m-l
= i G
Yi a, X + ‘ailxi‘

10%4 }+ ey ik @

1mi

(aio'* g, ﬁi_> 0 dia 1 =1,...,n). Stosujgc wielokrotnie algorytm  dzielenia
stwisrdzamy, podobﬁie jak w poprzednim priyklédiia,“ég ‘Ayr‘moinﬁ'utoisamié'i Hale.
gebrg reszt": = s it ‘

5 TITN By DR

gdzie sumowanie przebiega po wszy;t?igh,wskain;kééh jk;"ro -1 jk s my o | e (k =
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1
<1
.

= 1,...,n). Bazg A, nad R tworza obrazy jednomiandw X, ... X,
" T3

i
-

s jl-é - lyeees 05 jn s m, - 1.

Niech 4 2 0 bedzie quzba catkowita. Dalej uvdyteczne bedzie oznaczenie:
vd(mz,..L,mn) = {1iczba jednomiandw powyiszej bazy stopnia - d). Zatem 'vd(mi,

. # _ e
..u.mn) = 0, jeégli d> % '(mi < }? oraz ? vd(ml,....gh) =MWl B
: i=1 4zl

W podanych powysej przykladach algebra A

v miala skodczony wymiar nad R.

Ogélnie, mamy nastgpujace twierdzenie:

TWIERDZENTE. Niech F = (?1,;.;,?n} s 40 - ¢"  bedzie rzeczywistym  odwzo-

rowaniem wielomianowym. Witedy nastepuiace warﬁnhi 83 ?éwnowazne:

(i) widkno 3’1(0) jgsi zbiorem skoficzonym,

(ii} algebra AF‘ ma wymiar skoﬁcicny Jako przestrzen liniowa nad D§5 
Dowdbd. Aby sprawdzié, ze (ii) ==> (i) iaktadamy. te A

v
Ey

v ma skonczany
wymiar liniowy k nad ciatem: R. Dla kadego wskainika i obrazy jednomiandw

k ’ g : n . oL : B o : pins
»l’xi""'xi s3 }R-galezne w AF‘ a wigc istnisig staie cio""'cik_ nie wszy

stkie rdwne zeru‘takie. #e wielomian " P (x Y= ¢ Ieiy w

- g T SapR T e T Ry
‘ideale Ige | Widkno F 1(O) jest wigc skoﬁczone poniauaz Jebt zawarte w skeod- .
czonym zbiorze rozwigzan ukladu P (x Y= ...= P (x ) = 0.

Sprawdzenie implikac31 (i) = (ii) opiera sig na twierdzenxu Hilbmrta ‘o
zetach, ktére przy zaloZeniu, ze widkno ¥ 1(0} jest skonczone, pozwala skonstiru-

owaé wielomiany Pi(xi) (i = 1,...,n) lezace w ideale generowanym przez sklado-

we odwzorowania F, Wynika stad, Ze algebra A, ma wymiar skoﬂézony‘jako alge-
bra bgdgca homomorficznym obrazem skonczenie wymiarowej algebry ]R{Yl, ..,Xn} o
1. (x YaeensB (x))) - (por. Przyklad 2). it h

Dalej zakladamy, Ze wlokno F (O) Just szorem skoﬁczonym, 'ﬁiet algebra
AF ma skotriczony wymiar liniowy nad R.
Warunek powyiszy jest W szczegolnoéci speiniony. jeée11 uklad réwnan F = 0.

(4= 1,...,n) nie. ma rozwiazan w nieskoﬁczonoécz, tzn. gdy kF ) 1(0) = {0} W
tym przypadku moéna uzyskaé dodatkowe informacje o algebtze A?. Zauwaimy naj~



pierw, 2e jesli AF ma wymiar skodczony, to zawsze mozna zb_udowaé “bazg jednomia~
. ) a a
nowg" dla Ay. ten. cigg jednomiandw postaci By oeen xn“, ktdrych obrazy w ‘;‘F

tworzg baze. Wystarczy w tym celu wzigé jednomiany wystepujace w jakimkolwiek cia-

gu wielomisndw, ktdrych obrasy tworza baze algébry odwzorowania.

Stosujgc oznaczenie wprowadzone w Przykladzie 2 mofemy sformulowaé ' nastepu-

jace twierdzenie:

TWIERDIENTIE ARNOLDA. Zatoimy, Ze (F+)—l{0) = {0} iniech d2z @ bedzie
liczbg calkowitg. Wtedy kazda baza jednomiznowa algebry AF zawiera v d(deg F,»
. Fn) jednomianéw stopnia d.

Dowéd powyiszego twierdzenia wymaga udycia rechniki vie]omianu Poincarego
(por. {2}, rozdziat o punktach krytyczoych funkeji rééniczkowalnych Zavwaimy, Ze
powy#sze twierdzenia moina wypowiedzied réwnieZ nastgpujgco: jeieli  wielomiany

Fl...;.Fn nie maja wspélnego zera w nieskoriczenosci oraz deg F =m dla i =

i
= 1,e.se,n, toO baza jedncmiamwa algebry AI-‘ zawiera tyle samo jednomiandw usta-
lonego stopnia d, co baza jednomianowa algebry odwzorowania

i : m ‘m
(xl,...,xn-): - (xll,,..,xnn)

(por. Przyklaldv 2). '

?RZVKMD 3. Zatézmy, Ze wieloniany Fl,Fz stopni odpowiednio 2 i 3 nie ma-
Jja u«zpélnego zera w nteskoﬁczonoécl. Aby opisaé bazg algabry - AF odwzorowania
l’-‘_- (FI?FZ) rozu;imy najpierw baze jgdnomianowa odwzorowania' {(x,y) =+ (xz,ya).
Skiada singna 2 jednomiandw niap'odzielnjrch ani przez x2~’ ani przez y3. tzn. z
jedf\omianéu l,x,y,xy.yz‘,xyz'. . Baza algebry A? zawie,ta“ tyle _sé.un, jedﬁomianév da-
-nego stopnia, a wigc jeden jednomian stopnia zerowego: "1, dwa jednomiany stopnia
pierwszego: x,y, dwa jednomiany stopnia dtugiego. tu sg trzy ‘moi:l:lvoéci:' xy.yz'
lub _xz.xy 11.:5 xz;yz i wreszcle jeden jednomian stopnia trzeciego, sa tu cztery'

moiliwosci: ‘x° lub Py, ¥ib xyz, 156 y3.

2 twietdzenia Arnolda wynka 4e liczba elementow bazy jednomianowej jest réw-
na deg F +ve deg F -a wiec mamy:



GNTOSEE. Jesli () 1{{23 = {0}, to algsbra A, ma wymiar liniowy - deg 271‘

wwia algebry ;‘q.}, jest opraniczona do odwzorowad . wielomiano-

wych o wsndtczynnikach rzecgywistych., Dia kagdego odw:mmwam& W’elaméanswagﬁ

moZna skonstruowad odpowiednm algebre zespolong A}‘ = ¢§fhl, ..,x 22 4 I{;, gdzie
17 jest ideatem plerscienia wielomiandw o wspélczynnikach zespolonych - generows-

nYm preez sleadowe odwzorowania ¥. T«szystkd co powiedzielifmy w punkecie 2 o al~

gebreze A, mogna powiedzied o al gebrze lxi_ Giiy ¥ ma wspbiczyoaniki réeczy-
wiste, to Aﬁl jest "kcsmpleksyfim«.js; A’F: *If = k&. @ A W szczegdlnodci:

E4

wymiar AS nad § jest réwny wymiarowi Ay nad R,

3. REPREZENTACJA FUN_KLYJNA ALGEBRY - ﬁ?' Dla La"dega a= (&1,...,3 }€¢,'

crnacsmy @ = (751,...',::— ) gdzier ;j jest Yicz b@ uprze{'orxa do liczhy a

§ = 1,...,n. Niech ‘J beddo zbiorem s;xor’xwonym p\mkt&e przestraani @n' takim,

e jedii aeV, to &€ V. _Oznaczmy AY) zbiéz i’xmkc_;i zaspolarych ¢ V;'

+ & sperniajacych warunek #(z) = ¢la) dla wsaystkich a'e V. Oczywiéc“e.‘

AV} ma naturalng strukturg 'm'-algebz‘y} Latwo sprawdzié nastepujgcy lemat.’
LEMAT. Algebra A(V) ma skoriczony wymiar nad R, Jest on réwny liczbie

eiementdw zbioru V.

Dowdd. MoZemy napisad V= {al, L. bl’ 48 & ,b .2;1;.. oy }, gdzie a'l'."'; g

4

wige utoisamiaé z ciagiein }.iczbowym ¢(a ),...,@(a ),Q(h ),...,¢(b ), Q(b )..‘..,“

: @(E o Prrestrzen ciggéw takiej postaci ma wynuar nad m réwny x + 28, . a

me_c zéwny liczbie elamerstéw zhioru V.

Aby pordwnaé algebry A - oraz A(F 1(0)) defmiujemy dla kaééega ele.mentu_

"} a,gebry AF i dla kaidego a ¢ F (9) wart:céé elementu {H}.' W pu”x}kcie

s

ac 1(0) [H}(a): = H(a). katwo dostrzec, 2e podana definicja jest poprawna:
nie zaledy od wielomianu < ¥ wyznaczajqcego“abstqut [H].  Kazdemu elementowi

dia

'z ¢ %, natomiast bll,»,..,bs .~:¢n \]Rn‘. : Funkcje ¢ algebry - (V) muéemy'

b
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{H‘ € Ay odpou ada wige funkcja F (0) - a f‘{ﬂ}(a} f;‘,:@ bgdaca elementem sl-

gebry A(F Leod.

TWIERDZENIE 0 REPREZENTACIT DLA ALGEBRY Ag. Przyporzadkovanie kafdemu ele-
wentowi  [H] € Ay funkeji 'F.‘l('@') 3.a~+ [Hl{(a) € ¢ jest epimorfizmem algebry
Ay na algebre A(F-X(O)) Jeteli 0 jest wartoscia regulama odwzorowania ¥,

to epimorfizm ten jest izomorfizmem algebr..

/ Dowdd. Fakt, 2e opisane przyporzadkowanie jest homomorfizmem algebr AF -

- A(F‘i(ﬁ)) wimika Yatwo z ptz-yjétych definicji. ﬁouwmotf.iz_m ten jest epimorfiz-~

men, bo jak latwo zauwaZyd kagda fu,nkcj.i algebry A(V) jest rast.ffkcja peunego.

‘wielomianu o wspétezynnikach ‘rzeczywistych. Druga czesé twierdzenia c reprezen~

tacji wymaga zastosowania nastgpujgcegc_, ‘klasycz‘negn'faktu:

TWIERDZENIE M, NOETHERA. Jezeli ukiad rdunad wielomianowych Fl e
e Fn =0 o n niewladomych ma wylgczuie rozwigzania pojedyficze, to kagdy wie-
lomian zerujgey sie na tozwiazq_niach ukladu lezy w ideale generowanym przez F
T i ‘

1!

Dowsd pouytsaegb twierdzenia. mo2na znalefé w podrgcaniku Van der Waerdena
{9] w rozdziale o idealach pierécieni wialomianéw. Tam tes dowodzi sig, Ze jesli
uspélczynniki réwnan 1 winlomianu zerujacego sig na rozwigzaniach leds w pewnym
podciele K. clain liczb zespolonych, t:c jako jdeal w twierdzeniu Noasthera moZna

wzigd idm,i (Pl,....? )K{Xl.n..x 3

Z tuierdzania Noethera wynika, 2e jeéli odwaorowanie F na wlékno ‘1(0)
regulame. to wamnek {H}(a) =0 dla ae F )‘(0) implikuje, Ze Sh o 0 W AF

‘& wiqc rozwaiany epim:fizm Ap - AF (0)) ma Jqdro zerowe, czylij jest izo-

morfizmm Koﬁczy to dowéd tvierdzenia ° reprezentacji.

...anotujemy kilka zastoscwaﬁ'

WNIOSEK J‘ezeli 0 jest wartoécia :egularna ¥, to wymiar liniowy al-

'~ gebry AF jest réxmy Yiczbie elenentéu wiékna If (D)

WNIOSEK 2. Jezeli O jest wartoéciq ragularnq odwzorouania F, to obraz

i jakobianu JF w AF jest e,lementem cdwtacalnym.



ZauwaZmy, Ze z Wnlosku 1 oraz z faktu, 2e AI‘ ‘ma wymiar lviniow‘y deg ¥, ...
deg Fﬂ wynika ﬂatychmiast' twierdzenie Bezoutz w formie podanej ne wsteple.

W dalszym ciggu waing role bedzie odgrywad pojacie £ladu. W kaddej algebrze

4 ‘nad-ciatem. IR, SﬁM»ZQ"}lé‘miﬂrGﬂQ‘h okvedlopy Jest - fupkcjonal lindowy.

TriA 433, . ktéry definiujemy nastepifaco.  Dla kaidego elementu. x.¢ & definiu~
Jewy odwzorowanie liniowe M i A A dane wezorem M (y} = yy  dla wszystkich

vy € A. Przyjmujemy 2 defmzcji Tr (2} = Tr(h ). Przypomnijmy jeazcze, ée $la~ .

denm macierzy nazywamy sume elemantow na g!évnej vzmkatnej, ‘natomiast $lad odwzo-
rowania liniowego daefinivjemy jako $lad jego macierzy. Okreslenie to jest _popraw-

ne, tzn. nie zaleiy od wyboru bazy wzgl@dem ktérej okreslamy macierz

WNTOSEK 3, N:Lech 0 qu;zie wartoscza xegulatna, odwzovowania . F Vzvédy dla
kazdego [H] & e Tr ({H}} = S {H}(a) : i '
asF (0)

Aby sprawdzxé powyiszy wniosek zauuaémy, ie. ‘
1) ~forma liniowa A(F 1_(0” 3¢ I ¢(a) Jest élad.em na algebt
et ' | acF }(0)
AF o)), .

"2} jesli f : A+ B jest izomerfizmem algebr 1inicwych o éladach i 5 Sy “qraz’“

A
Tr',' to Try =T::Ao £ :

i zastosowaé twierdzenie c reprezentacji.

Koﬁczgc ten paragtaf przypomnijmy jeszcze nastepujace tvietdzenie.» :

rwzanvzswxf'EULERA~JAcaa1EGa Jesii odﬁzorowgnie'ﬁiexomianowa Fe (yi}.;.,

) : ¢“ S Q: spelnia zaloé.enia a) i b) twierdzani.a Bezouta. to dla kaé:dego

:_wi'eldm.lahu: H ¢" > ¢ spelniajacego warunek deg K < Z (deg 1’ - 1) zachgg!zi'

Pl i=1
‘relacja _,Z T (H(a)/IF(S}) = 0. e

Gdy I" 1 H majq wspélczynniki rzeczyuiste, t.o teze tvietdzanis Ruleta-Jn-

’cobxego mcéemy na podstawie Wniosku 3 zapiseé nastepujaco: Tr ([H]/ {Iy}) = 0. 2

Dowéd twierdzenia Eulera—Jacobiego mozna przeczytac w monografix [2]. :
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LWAGA., Twierdzenie o reprezedtacii moZna analogicznie sformuZowad i udowod-

nié dla algebry 'A%. Odpowiednikiem algebry A{V) jest algebra A¢~(V) . WszZyst~
kich funkeji zespolonych okres'loﬁych na zbjorze skoficzonym V. Mozna u_dawc:ini‘é,
ze wymiar nad- ¢ aigebry ég jest réwny liczbie rozwigzah ukladu Fi‘ =0  {i=
% 1,.0.sn) obiiczonej r odpowisdnic zdefiniowanymi krotnoSciami; gdy  widkno
F‘I(O) jest regularne, te kroinodcl sg rdwne I.

4, FORMA KWADRATOWA STOWARZYSZONA Z ODWZOROWANIEM WIELOMIANOWYM RZECZYWISTYM,

DOWAD TWIERDZENIA ARNOLDA-CHOWANSKIEGO. Podamy teras twierdzenis, ktére

w terminach algebry AI-‘ pozwala opisaé liczbe I = I sgn IF(a) '

TWIERDZENIE. Niech F. = (Fl,. o F Y 2. 47 + 4" bedate odwzorowaniem wielo-

mianowym rzeczywistym o widknie regularnyn ¥ (8) i niech QF t Ay R bedzie
forma kwadtatoua zdefiniovana wzorem ' k )

QgCCHD). = T LRI/ (1)
Weedy »

1: for\na ‘Q, Jjest niezdegenerowana, tznm. {rzad Ql,) = (wymiar AF) - (hca-‘r
ba elementéw widkna - F (0)),

2, sygnatura formy Qp Jest ‘rdwn’a d
v { ' i_sgn IF(a}..
acr i@ nm

Zanim naszkicujeny douéd twhrdzenia zauuzny iis QF jut faktycznie fo:-
mny hwadratova. bo poustaje prznz utoésamienie arg\mntow W, fomie dwliniowej:

(tB 1. m,_l) > T (utu,mn, uza)
Ponadto QI-’ jest fom poprauniq zdeiimoum, bo jak stwierdailﬁny wczeinh_t

obraz jakobianu - I! jes: eleuenten odwracsinyn al;ebty A! gdy ulélmo F 1(9)
’ -jest raguhme - : : g 4 2 .

Dowdd. Jesli Q jast fom liniouq na prmtrzmi lin:lmj, akoﬁcmlewy-
o) niarowej, rzeczyuistej, to oznaczmy g Q (rzgd Q}. s; Q- (syxmtura Q), 9
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obliczaniu rzedu i sygnatury uZyteczna jest nastgpujgca uwaga: jesli Q=0Q, + ...

L g

+ Qk’ Q, = CijL i

i (c.. e IR), oraz formy 1liniocwe Lii sa liniowo nilezalez-

1}

i
4 o

Lote 1

ne, to g 0= fg G, + ... +1g Qk‘ 58 G ='53”Q] + 20 + 88 Qk'

- Oznaczany §.~""1{0;) = {al,..‘.,'ar,b,k,...,bs.gl,...,ES}, gdzie  a;,...,a ¢ =,
Bysesasby € ¢7 AR

Na podstawie twierdzenia o reprezentacii moZemy napisaé

g T i
QN = T (WUIla DiENa)? ¢ I (/T )b 4
: i=1 ; 3=1

+ (T ))(H](Ej)z).

Formy: liniowe {H} » [H](a ), [H] + Re {!!’(bj),'
mezale?ne, bo z injektywnoscl reprezentacjz AF - A(F-I(O))- wynﬁcaj, e hiperpla-

[H] - Im,iﬁ}(.bj): " sg liniowo

SZCEYZnY wyznaczone przez te fomy przecinajay sig tylko w punkcie 0 = AP. Rozwai-
my formy kwadratowe Qi (i = 1,...,2) oOraz R & I T S .s) zdefiniowane A_n,a‘s- :
tgpujaco: : s :

Qi(tn]) = (1/1g(a ))L‘](a
R ([a}) = <1/chb » [H](b )2» + (1/IF(b ))[H](b 5

tatwo sprawdzié. ze g ‘Qi - _ 1, rg Rj‘*' 2 sg Qi = Tsig_n ‘IF(-ai)‘f sg Rj o= 0
oraz Ze suma Q = Ql b S + Q. + R + see + L spgihia za!{:i'en_ia" uwagi \.xczyn.ic;néj
na. poczqtku. Zatem ¥y Q = rg Ql i + rg Q_!-_ +lrg R1+ ’.'...-j+ R Rs ar r + 28 =
. (liczba elementow widkna A_Ij‘.l(O)) - (\_;ymiar._ Ay ‘_‘nad R) craz sg Q '-;, sg' Qi +
4 + ég 'Qt + sg Rl'_+ o R; ’.-=‘ i§1> s@ IF('al)’_ co nalezato dowiesé. .

W zas:osow_aniach' ﬁtyteczn&" jést ﬁastepujqcy leinat;

.LEMAT ; Jeiéli qQ : E >R jest niezdegetouana form; kwadtatowq na skoficzenie-
w-ym-nrowej, rzecz_wistej przesttzeni liniowej E, i jesh No jest maksymalna
podprzestrzenig liniowa ;awa_rta w _;togku Q- (0) , to {sg Q| =di.m E-2 difn No.zw
szczeéélﬂoéci,’ jeé-liv '«N c "q".l(o) .jes,t‘ podprzestrzenia liniﬁég to  |sg Qf'. $ dimE +
5 ey : : . ; : iRy



Dowdd. Z twierdzenia Witta {por. rozdzial o formach kwadratowych w podrqczhiku

Langa [6]) wynika, #e maksymalne podprzestrzenie liniwe zawarte w stoiku formy
-1 o ; " ‘ ' ' :
Q “{0) sag izomorficzne, a wigc maja ten sam uymiar, Wystarczy wiee sprawdzid

. . : L
réuwnosé dila jednej maksymalnej podprzestrzeni Nc. Mozemy zaltoZyé, za Q = x7 +
A
i < 3 2 : g :
+oaea, R~ cue = iniowo niaz &~
xp - xp+l piq’ 1 'xp+q sz lini azale

nymi formami liniowymi na (p+q)~wymiarouej przestrzeni E, VeZmy pod uwage pod-

- ave™ X P2 q, gdzie X

przestrzen Nﬂ zdefiniowana réwnaniami: =, - x =‘O,...,,xq - X =0, x .=

¢ ptl Cptg o+l
= 0....,x ‘= 0. Latwo sprawdzié, Ze No jest maksymalna i dim N, = q. © Stad .
ise 9]l =p - q = (phq) - 2g=dim E - 2 di N .

Druga cze$¢ lematu wynika z pierwszej, bo kaZda podprzeSttzéﬁ_zawarta w sto-

Zzku moZa byé rozszerzona do maksymalnej podprzestrzeni zawartej w tym stosku.
MoZemy teraz podéé dowdd twierdzenia anonsowanego na wstgpie.

Dowbd fwiendzenia Ainoﬁda~€hqwuhékiega. Rozwazmy podprzestrzen Nd algebry
A? zdefiniowang nastepujécqx . '

. . . ) n ] N
NQ"* ({H}'E.AF,; éeg H < (1/2} iii (@ég A })}.

# 3 A . _ =Y o : s _
Jeéeli .deg'H < (1/2) L {deg £k 1). to wielomian 'Hzﬂ' speinia zaloZenia
- i=s} : SR .‘ .
twierdzenia Eulera—Jacobisgo. a wige Tr ({H} /[IF}) = 0. : Oznacia to, %e pod-

przestrzen N zavarta jest w stoéku fotmy QF‘ a wigc na mocy tvietdéenia» [
formie QF i udowodnionega wyéej lematu mémy. ' . ST

| 1z: . sgnI(a)}aingFdeimmAF-Zdin ='
ack. (o)nm : : :
' ‘=- deg ’13 _aeg T —'2_ 'dmm Ny
Ustalmy bazq jednomianowq algebry Ar Z definicji podprzest:zeni N uynika,ze :

dim N jest réwny liczbie elenentév bazy jednnnianouej stopnia mniejszego éd‘

(1/2) E (dsg F ).A' Z drugiej strony, 'z twietdzenia A:nolda wynika.ée licz-‘

ba elementéw bazy jednamianowej stopnza mniejszego od (1/2) 2 (deg Fi -.-.ri)f
o dmb SEaTR



n
jest réwna liczbie elementdw tej bazy stopnia wigkszego.od (1/2) T {deg F, - 1}.

Poniewa? baza ma deg Fl vo. deg Fn elementdv, zatem deg F cos deg Fn +

-2dimp N = (1iczba elementéw bazy gednamianoweg stopnia (1/2! (deg P 2103 = -
) i=i )

= O{deg Fl,...gdeg Fn). Ostatnig réwnoéé otrzymujemy znowu z twierdzenia Arnolda.

UWAGA. Chowariski dowodzi oszacowania [T} S B(deg F,,...,deg ¥ ) dla “dogod--

nych" ukladdw rdwnain. Uklad ?1 = 0....,Fw‘= 0 mnazywa dogednym, jeéli ma8 on Wy~

: : ol a a
Izcznie rozwigzania pojedyficze w ¢n i jesii jednomiany %, ,...,xnn; 0 s a; <

< deg ?i’ (i = %,...,n), tworzg baze algebry odwzorowania F = (Fl"“;yn}' fa-

two asprawdzié¢, 2e istnieje zbidr otwarty {Q sensie Zariskiego) w preestrzeni
wspétczynnikéw taki, fe ukiady réwnad o wspdiczynnikach z tego zbiory 83 dogodne.
Dla uktaddw dpgédnych iatwo.moéna sptéwdzié twierdzenie o veprezentacii bez odwo-
iywania sig do twiérdienia M. Noethera, pona&to.twierdzenie Afnoldﬁ w tym przypad-~
ku jest banalne. Dlatego najistotniejsza w dowadzie jest twierdzenje Eulera-Jaco-
Yiego, na ktérego znaczenia dla geometrii rzeczywistej zwrdcil ju2 uwage Piotrow-
ski w pracy z 1938 roku (Annals of Math., VYol. 39, Nc 1).

5. OBLICZANIE INDEKSU ODWZOROWANIA ANALITYCZNEGO T 'TVIERDZENIE EISENBUDA-
~LEVINA, W twierdzeniach zac&towanych'na wstepie pewngy volq odgrywa zaloienie, Ze
zeia-rozwaéanego uktadu réwnari sg bojadyﬂcie. detyczﬁie istotny jest tylko fakt,
Ze sg one izélowane; Aby sig o tym przekonad trzeba rozwigzania iiczyé ze stosowa~
nymi "wagami®; w ptzypadku'twiéidzenia Bezouta prowadzi to do pejgcia krotnosci, a
W ptzypadku twierdzgnia Arnolda-Chowanskisgo do pejecia indeksu odwzorowania. Roz-
pocznljmy od przypomnienia pojgcia krotnosci, przy czym dla podkre§1¢nia lokalnego'
charakteru rozwaZari bedziemy rozwazali zbieine szeregi potegowe zamiast wielomia-
Niech wiee 'flf;..,f  s‘¢{X',...,xA}. bedzie ciagiem zbieényéh-szeregéu pote-

gowych bez stalych uyrazéw. Taki cigg szeregéw wyznacza oduzorowanie holomorfxcane'
.'peunego otoczenia zera przestrzani ¢“ w przesttzen ¢n ktére ptzeprovadza 0w

0; bedz:leuy je oznaczali f = (fl,...,f ) (§0) — @¢™0).

Podobnia do konstrukcji opisanej w przypadxu vielonianouym tuorzyny algébrq
'lokalna odwzorowania f’, - : g
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gdzie Ig jest ideaiem pierédcienia szeregdw potggowych generowanymvprzez' t S i

ok M&i sig, % goparciu o loka;lna we;‘s je twierdzenia o gerach, Ze 0% - oma

sko‘r’mzbny wymiar nad ¢ wtedy i tvlko vtedy, gdy 0 jest punktem iz&lowanym wiék-

na f-l({)) Ostatni warunak oznacza, ze € jest izolowanym fozwiazaniem' ukiadu
,rownar £ (xl. CesX Y=, .. =f (xl,...,x )=0, Wiy przypadku definiu_)emy krot-

nqéc m (f) “‘oduzorowania £ obieramy otoczenie U zera takie, 2e UA £ 1((.l) =
= {0} i okreslamy m°(f)_ = (lif:zba punktdw vl:ékna £ 1(y, n U) dlg dostatecznie

maljrch wartosci regularnych y c‘dwzorowania‘ £. Podana definicja jest _poprawna,

gdyé liczba punktéw widkna regulatnego £ 1(y') nU nis. zaleéy od wyboru wartdéci
regulatne; y pod warunkiem, e ¥y jest dostatecznie mate. Dowodzi sie (co wyma=

“ga dosé zaawansowanych metod algebry), ¢ m (f) = (wymiar algebry 0¢ nad ¢)

Zaldzmy teraz, Ze f e ..,f r3 m(x ,...,X }, tzn. 2e rozwaZane szexfegi _pote—‘
‘lgowe maig wspolczynmk zeczyuiste. Héuczas wyznaczajq éne obok odwzorcwanis holo-
morfxcznego (¢ ,0) e (Qn,O) takée oduzoronanie rzeceywiste analityczne otecze-
nia zeraw ‘B* w W " ,ktére oznaczamy £f= (fl,...,fn) : (BR",0) — (R® »0). od-
- powiednikiem fzeczywigtyﬁ algebry ‘02 . jest algebia_
0= m;x;.,.,!xa}‘l I,
- gdzie 'If. _jest ideatem pierscienia 'n{xl;_,.;,xn} generowanym przez skiadowe f-l,r
Algegry 0¢ oraz Of sa zviaaane nastepuj;co: o¢ ¢ 0 : tzn gk
. ? R i
; jest konpleksyfikacjg 0 Hynika stqd, te: _. :

: _71) 0 ma skoﬂczony wymiar nnd R <—> o¢ ‘ma skoﬁczony vyniar nad ¢

2) (Hyniar 0 nad R) = (Hyniat 0% 'nad ¢). Czyli wyniar algebry of'> nad -
; B jast towny krotnoéci odwzoroaania holomorﬂcznego (t“ 0) —-> (¢ .0) w&- ’

znaczonego przez szetegi f 1 s ,f



Okreélimy teraz indeks odwzorowania f = (fl....,fn) s (R%,0) —> (m’_‘,a). W
tym celu obieramy mate otoczenie zeva W< r" nie zawierajgce poza poczgtkiem u-

kiadu innyéh punktéw widkna f'l(O) i definiujemy:
‘fndo £ =.{algebraiczna liczba punktéw widkna ffl(y) nw) =

= = | sign Jf(x),
xef L (y)nw

gdaie » y  jest dowolng, _déstatecznie matg wartosScig regularng f. Podana'definicja
jest poprawna, tzn. nie zalezy od wyboru dostatecznie miej wartosci regulatrej y
Dowéd moZna znalefé w {71 iub - w {83, z

WWAGA., Pojecie indeksu moZna zdefiniovaé w znacgnie ogdlniejszej sytuacji, u-
~ Zywajac pojecia stopunia topologicznego (por. {8}). Ograniczamy sie do przypadku a-
nali ycznego ze vzgledu na 1nteresujace nas nstosowania. i

" Twierdzenie Eisenbuda-Levina, ktéte'przadstavimy nizej odpowiada na pytanie »
postawione przez Arnolda: jak scha_xtaii:eryzovaéf indeks odwzorowania rzéczyvtstego
analitycznego w terminach jego algebry 1okal|1ej? L RRr

TWIERDZENTE EISENBUDA-LEVINA. Zaddimy, fe odwzorowanie £o(f00f) W

znaczone przez szeregi zbisZne rzeczyuisté ma zeére izolowane D d ¢" . Niach

[Jf] b@dzie obrazem jakobianu Jf W dlgebrze lokalnej' ,.O i niech '1' Of ——')R

bedzie formg liniowg ta.ka. Ze T([Jf}) > 0. wtedy indeks ind £ jest réwmy syg-

naturze formy kwadtatowej 0 3 fh] = T([h} )

Dowdd powyiszégo twiefdzenia jest iutotnie ttuginiejs’zy niz dowéd ‘odpowiedhie-‘
go twierdzenia Ala wielomiandéw, Ju: sam fakt, Ze obraz 'jakobinmx -Uf] - jest nie-
zerowy wymaga uZycia "lokalnego twierdzenia o dualnosci® (por. [4], [2]). = Porma
' ‘kvadratowa [h} - T([h] ) ~ Jest forma niezdegenerowang. s i

;i Stoéujac lemdt wiqéqcy modul sygnatuty formy kﬁadutovej z' vymiarén maksynal-~
nej podprzestrzeni zauattej W stozku vyzmczonym przes formq do twierdzenia Eisem
* buda-Levina ottzymjemy. '



TRWIERDIENTE., DPrzy zalozeniach i oznaczeniach twierdzenia Eisenbuda-Levina

1 Rt

findc £l = dim O, ~ 2 dimg I, gdzie I jest idealem algebry Of maksymalnym
4 :
ze wzgledu na wiasnodé I~ = 0.

Wagnym zastosowanienm twierdzenia Bisenbudz-~Levina sa oszacowania ind £ w

terminach kKrotneéci mo(-,. Zatvo zauwazy &, 2e zachodzi nierdwnodd: [m x £1 s

s mo(f}. Istotnise, jezeli y e ¢ jest dostatecznic malz wartoscia vegularna,
to m () = (liczba elementdw £ “{y)) 2 {liczba elementdw f-l(y) f R”)E}‘inéoff.

Ostatnia nierdwnosScé wynika = podanej przez nas definicji indeksu. W pracy. [4]

autorzy podali nastepujace dwa wzmocnienia tego faktu.

TWIERDZENTE. Jegeli £ = (fy,...,f ) : ( R",0) —> (B",0) ma zero izolova-
new ¢7, to _Agindo £| s mo(f)l-uln). ' '

Jezeli ponadto zaloiymy, Ze Jf((}) =0, to find-o £l s (lll)mq(f),

Dowdd powyiszego twierdzenia opiera sig nie tylko na twierdzeniu Eisenbuda-
~Levina, ale takie na giebokich nleréwnosciach dla ktotnos“x nalezacych de Teis-
siera (por. dodatek do ptacy {M) .
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