
MATERIA LY XXVI KONFERENCJI SZKOLENIOWEJ

Z GEOMETRII ANALITYCZNEJ I ALGEBRAICZNEJ

ZESPOLONEJ

2005  Lódź str. 9
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Marek Golasiński (Toruń)

Abstrakt. Konstruujemy w lożenie M(C) ↪→ C cia la funkcji meromorficznych M(C)

na p laszczyźnie zespolonej w cia lo liczb zespolonych C. Sta̧d wynika izomorfizm cia l

M(C)
∼=→ C, gdzie M(C) jest domkniȩciem algebraicznym cia la M(C).

Niech K oznacza cia lo liczb rzeczywistch R lub zespolonych C, zaś E(K) pierścień
(bez dzielników zera) funkcji ca lkowitych nad K, tzn. funkcji danych przez szere-

gi potȩgowe
∑∞

n=0 anx
n, gdzie an ∈ K dla n = 0, 1, . . . oraz limn→∞ |an|

1
n =

0. Ponieważ dowolna funkcja f ∈ E(R) rozszerza siȩ jednoznacznie do funkcji
ca lkowitej nad C, wiȩc istnieje inkluzja pierścieni E(R) ⊆ E(C). Ponadto istnieje

izomorfizm pierścieni E(R)(j)
∼=→ E(C), gdzie j2 = −1. Oczywíscie E(R) jest pod-

pierścieniem pierścienia C(R) rzeczywistych funkcji cia̧g lych na prostej.

Oznaczmy przez E(R)(0) oraz M(C) (cia lo funkcji meromorficznych na p lasz-
czyźnie zespolonej) cia la u lamków odpowiednio pierścienia E(R) oraz E(C). Celem
tej krótkiej pracy jest udowodnienie
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Twierdzenie 1. Dla cia la M(C) funkcji meromoroficznych istnieje w lożenie cia l

M(C) � � // C .

W szczególności, wynika sta̧d izomorfizm M(C)
∼=→ C dla algebraicznego domkniȩcia

M(C).

Dowód. Na podstawie [1, 4F, p. 61] istnieje z-ultrafiltr F na prostej R za-
wieraja̧cy tylko zbiory nieskończonej miary zewnȩtrznej Lebesgue’a. Niech mF ⊆
C(R) bȩdzie odpowiadaja̧cym idea lem maksymalnym. Ponieważ zbiór zer dowolnej
niezerowej funkcji pierścienia E(R) jest dyskretny, wiȩc mF ∩ E(R) = (0). Wobec
tego kanoniczne odwzorowanie E(R) → C(R)/mF jest monomorfizmem oraz wyz-
nacza w lożenie cia l E(R)(0) ↪→ C(R)/mF .

Ale izomorfizm pierścieni E(R)(j)
∼=→ E(C) wyznacza izomorfizm cia l

(E(R)(0))(j)
∼=→ M(C), wiȩc wnioskujemy sta̧d istnienie w lożenia M(C) ↪→

(C(R)/mF )(j). Na podstawie [1, Theorem 13.4] cia lo C(R)/mF jest rzeczywíscie
domkniȩte, wiȩc rozszerzenie (C(R)/mF )(j) jest algebraicznie domkniȩte. Ponieważ
stopień transcendencji cia la C(R)/mF nad liczbami wymiernymi jest 2ℵ0 , wiȩc

twierdzenie Steinitza [3] prowadzi do izomorfizmu (C(R)/mF )(j)
∼=→ C. Sta̧d wnio-

skujemy w lożenie cia l M(C) ↪→ C oraz izomorfizm M(C)
∼=→ C dla algebraicznego

domkniȩcia M(C). �

Na zakończenie, używaja̧c powyższych oznaczeń, podamy inne interesuja̧ce w la-
sności cia la E(R)(0). Zauważmy, że cia lo C(R)/mF jest rzeczywistym domkniȩciem
formalnie rzeczywistego cia la u lamków E(R)(0). Ponadto, na podstawie [2], każda
nieujemna funkcja f ∈ E(R) jest suma̧ dwu kwadratów pewnych funkcji pierścienia
E(R). Wobec tego dowolny element f/g ∈ E(R)(0) jest również suma̧ dwu kwa-
dratów pewnych u lamków cia la E(R)(0), o ile funkcje f, g ∈ E(R) sa̧ jednocześnie
dodatnie lub ujemne.

Ponadto, jeśli funkcje f, g ∈ E(R) sa̧ jednocześnie dodatnie lub ujemne na
pó lprostej {x ∈ R; x ≥ 0} (odpowiednio {x ∈ R; x ≤ 0}), to funkcje f̃ , g̃ ∈ E(R)
sa̧ jednocześnie dodatnie lub ujemne na prostej, gdzie f̃(x) = f(x2) oraz g̃(x) =
g(x2) (odpowiednio f̃(x) = f(−x2) oraz g̃(x) = g(−x2)) dla x ∈ R. Wobec tego
f̃/g̃ ∈ E(R)(0) jest również suma̧ dwu kwadratów pewnych u lamków cia la E(R)(0).
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ON EMBEDDING OF MEROMORPHIC FUNCTIONS
INTO COMPLEX NUMBERS

Summary. We construct an embedding M(C) ↪→ C of meromorphic functions
M(C) on the complex plane into the complex numbers C. Then, an isomorphism

M(C)
∼=→ C is derived, for the algebraic closure M(C) of the field M(C).
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