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Streszczenie

Niech f = 0, g = 0 b ↪ed ↪a równaniami krzywych analitycznych określonych
w otoczeniu zera na p laszczyźnie C2 oraz niech π : M → (C2, 0) b ↪edzie lo-
kaln ↪a modyfikacj ↪a toryczn ↪a. Podajemy formu ly które wi ↪aż ↪a liczb ↪e Milnora
µ0(f) z sum ↪a liczb Milnora

∑
p µp(f̃) rozci ↪agni ↪et ↪a na punkty przeci ↪ecia prze-

ciwobrazu w laściwego krzywej f = 0 z dywizorem wyj ↪atkowym. Wyprowa-
dzamy też podobne wzory dla krotności przeci ↪ecia (f, g)0. Uzyskane formu ly
uogólniaj ↪a twierdzenia Kusznirenki i Bernsteina oraz klasyczne twierdzenie
Noethera dla krotności przeci ↪ecia po rozdmuchaniu.

1 Twierdzenia Kusznirenki i Bernsteina

Niech f ∈ C{x, y} b ↪edzie szeregiem dla którego ani f(x, 0) ani f(0, y) nie jest
tożsamościowo równe 0. Taki szereg nazywamy dogodnym.

Dla szeregu dogodnego f(x, y) =
∑

ij aijx
iyj określamy jego nośnik suppf jako
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zbiór indeksów przy niezerowych wspó lczynnikach

suppf = { (i, j) : aij ̸= 0 }

oraz diagram Newtona ∆f jako otoczk ↪e wypuk l ↪a zbioru suppf + R2
+. Z warunku

dogodności szeregu f wynika, że ai0 ̸= 0 oraz a0j ̸= 0 dla pewnych i, j a wi ↪ec
brzeg ∆f ma punkty wspólne z obydwiema osiami. Fragment brzegu ∆f b ↪ed ↪acy
mnogościow ↪a sum ↪a jego zwartych odcinków nazywamy  laman ↪a Newtona szeregu f
i oznaczamy Nf .

Wprowadźmy dalsze oznaczenia. Dla diagramu Newtona ∆ którego  lamana
Newtona N dotyka osi w punktach (a, 0) i (0, b) oznaczamy:

• P (∆) = Pole (R2
+ \ ∆)

• µ(∆) = 2P (∆) − a− b + 1

• r(∆) = liczba odcinków na które dziel ↪a  laman ↪a Newtona N punkty kratowe

• δ(∆) = (µ(∆) + r(∆) − 1)/2

Jeśli ∆1, ∆2 s ↪a dwoma diagramami Newtona to ich polem Mińkowskiego nazy-
wamy wielkość [∆1,∆2] = P (∆1 + ∆2) − P (∆1) − P (∆2).

W latach 70–tych ubieg lego wieku grupa matematyków skupionych wokó l Ar-
nolda poda la wzory na wiele niezmienników osobliwości w terminach diagramów
Newtona. Zacytujemy ważne dla dalszego tekstu wyniki (zob. [K], [Ch]).

Twierdzenie 1 Niech f, g ∈ C{x, y} b ↪ed ↪a szeregami dogodnymi. Wtedy

(f, g)0 ≥ [∆f ,∆g](1)

δ0(f) ≥ δ(∆f )(2)

µ0(f) ≥ µ(∆f )(3)

r0(f) ≤ r(∆f )(4)

Jeśli wspó lczynniki szeregów f(x, y), g(x, y) o indeksach odpowiednio ze zbiorów
Nf , Ng s ↪a dostatecznie ogólne to w powyższych wzorach s ↪a równości.

W twierdzeniu: δ0(f), oznacza liczb ↪e punktów podwójnych krzywej f = 0 w
zerze, µ0(f) liczb ↪e Milnora f w zerze, r0(f) jest liczb ↪a ga l ↪ezi krzywej f = 0 prze-
chodz ↪acych przez 0 oraz (f, g)0 oznacza indeks przeci ↪ecia f i g w zerze. S lowo “do-
statecznie ogólne” w drugiej cz ↪eści twierdzenia oznacza, że wspó lczynniki szeregów
f(x, y), g(x, y) o indeksach odpowiednio ze zbiorów Nf , Ng (takich wspó lczynników
jest skończona ilość) leż ↪a w pewnym g ↪estym zbiorze konstuowalnym. Równania
tego zbioru s ↪a to tak zwane warunki niedegeneracji (zobacz §2 w [Ch]).
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2 Twierdzenie Noethera

Niech f = 0, g = 0 b ↪ed ↪a równaniami krzywych analitycznych określonych w oto-
czeniu zera na p laszczyźnie C2. Jeśli σ : M → C2 jest rozdmuchaniem C2 w
zerze to klasyczne formu ly wi ↪aż ↪a niezmieniki osobliwości tych krzywych w zerze z
niezmiennikami osobliwości ich przeciwobrazów w laściwych.

Twierdzenie 2 Za lóżmy, że krzywe f = 0, g = 0 nie maj ↪a wspólnych sk ladowych
Jeśli f̃ = 0, g̃ = 0 s ↪a lokalnymi równaniami ich przeciwobrazów w laściwych przy
rozdmuchaniu σ to

(f, g)0 = (ord 0f)(ord 0g) +
∑

p∈σ−1(0)

(f̃ , g̃)p(5)

Jeśli krzywa f = 0 nie ma sk ladowych wielokrotnych, to

δ0(f) = (ord 0f)(ord 0f − 1)/2 +
∑

p∈σ−1(0)

δp(f̃)(6)

µ0(f) − 1 = (ord 0f)(ord 0f − 1) +
∑

p∈σ−1(0)∩{f̃=0}

(µp(f̃) − 1)(7)

Klasyczne twierdzenie Noethera to formu ly (5) na krotność przeci ↪ecia ([B], The-
orem 13) oraz (6) na ilość punktów podwójnych δ0(f). Wzór (7) wynika z formu ly
2δ0(f) = µ0(f) + r0(f) − 1.

3 Lokalne modyfikacje toryczne

Celem tego artyku lu jest wyprowadzenie formu l które uogólniaj ↪a te z twierdzenia 2
na przypadek dowolnej lokalnej modyfikacji torycznej π : M → C2. W przypadku
kiedy π jest rozdmuchaniem sprowadz ↪a si ↪e one do (5)–(7) a dla modyfikacji torycz-
nej o dostatecznie drobnym wachlarzu dadz ↪a wzory (1)–(3) z twierdzenia 1.

3.1 Wachlarze

Stożek prosty S ⊂ R2 jest to zbiór

S = {αξ⃗ + βν⃗ : α ≥ 0, β ≥ 0 }

gdzie wektory ξ⃗, ν⃗ ∈ R2 rozpinaj ↪ace S s ↪a ca lkowitoliczbowe i tworz ↪a baz ↪e kraty
ca lkowitoliczbowej, to znaczy det(ξ⃗, ν⃗) = ±1. W dalszym ci ↪agu wektorami rozpi-
naj ↪acymi stożek prosty b ↪edziemy nazywać tak ↪a w laśnie par ↪e wektorów.

Skończony zbiór stożków prostych których suma mnogościowa daje pierwsz ↪a
ćwiartk ↪e R2

+ i które przecinaj ↪a si ↪e co najwyżej wzd luż kraw ↪edzi b ↪edziemy nazywać
wachlarzem.
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Dla każdego wachlarza W z lożonego z n stożków można ponumerować wek-
tory ξ⃗0, ξ⃗1, . . . ξ⃗n rozpinaj ↪ace jego stożki przeciwnie do ruchu wskazówek zegara.
Wówczas ξ⃗0 = [1, 0], ξ⃗n = [0, 1] oraz det(ξ⃗i−1, ξ⃗i) = 1 dla 1 < i < n. B ↪edziemy
mówili, że W jest rozpinany przez ten ci ↪ag wektorów.

3.2 Lokalne modyfikacje toryczne

Ze stożkiem prostym S rozpi ↪etym przez wektory ξ⃗ = (ξ1, ξ2), ν⃗ = (ν1, ν2) koja-
rzymy odwzorowanie φS : C2 → C2 określone we wspó lrz ↪ednych wzorami

φS :

{
x = uξ1vν1

y = uξ2vν2

Dzi ↪eki temu że wyznacznik det(ξ⃗, ν⃗) = ±1 odwzorowanie odwrotne φ−1
S istnieje i

jest odwzorowaniem jednomianowym. Na przyk lad gdy det(ξ⃗, ν⃗) = 1 to

φ−1
S :

{
u = xν2y−ν1

v = x−ξ2yξ1

Dlatego φS jest algebraicznym izomorfizmem (C \ {0})2 na (C \ {0})2

Niech W b ↪edzie wachlarzem z lożonym z n stożków

Twierdzenie 3 Istnieje g ladka rozmaitość algebraiczna M wraz z w laściwym od-
wzorowaniem analitycznym π : M → C2 taka, że:

(i) π jest izomorfizmem M \ π−1(0) na C2 \ {0},

(ii) rozmaitość M jest pokryta n mapami zwi ↪azanymi ze stożkami Si (i = 1 . . . n)
i w i-tej mapie odwzorowanie π wyraża si ↪e wzorem π = φSi .

Odwzorowanie π : M → C2 nazywamy lokaln ↪a modyfikacj ↪a toryczn ↪a skojarzon ↪a z
wachlarzem W.

3.3 Pogrubione diagramy Newtona

Jeśli ∆ jest diagramem Newtona oraz ξ⃗ ∈ R2
+ to określamy funkcj ↪e podpieraj ↪ac ↪a

l(∆, ξ⃗) wzorem

l(∆, ξ⃗) = inf
p∈∆

⟨p, ξ⃗⟩

Dla wachlarza W rozpi ↪etego na wektorach ξ⃗0, ξ⃗1, . . . ξ⃗n oraz diagramu Newtona
∆ definiujemy ∆̃ jako przeci ↪ecie pó lp laszczyzn

∆̃ =

n∩
i=0

{ p ∈ R2
+ : ⟨p, ξ⃗i⟩ ≥ l(∆, ξ⃗i) }

i nazywamy ∆̃ pogrubieniem diagramu ∆. Wprost z definicji wynika, że l(∆̃, ξ⃗i) =

l(∆, ξ⃗i) dla i = 0, . . . , n.
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4 Uogólnienie twierdzenia Kusznirenki

Twierdzenie 4 Niech π : M → C2 b ↪edzie lokaln ↪a modyfikacj ↪a toryczn ↪a skoja-
rzon ↪a z wachlarzem W. Jeśli f , g ∈ C{x, y} s ↪a szeregami dogodnymi oraz f̃ , g̃ ich
przeciwobrazami w laściwymi to

(f, g)0 = [∆̃f , ∆̃g] +
∑

p∈π−1(0)

(f̃ , g̃)p(8)

δ0(f) = δ(∆̃f ) +
∑

p∈π−1(0)

δp(f̃)(9)

µ0(f) = µ(∆̃f ) + r(∆̃f ) +
∑

p∈π−1(0)∩{f̃=0}

(µp(f̃) − 1)(10)

Aby unikn ↪ać rozpatrywania w twierdzeniu szczególnych przypadków przyjmu-
jemy zwyk le konwencje dotycz ↪ace dodawania +∞.

Przyk lad 1. Najprostszym wachlarzem W jest taki którego jedynym stoż-
kiem S jest pierwsza ćwiartka uk ladu wspó lrz ↪ednych. Stożek S i jednocześnie ca ly
wachlarz s ↪a rozpi ↪ete na wektorach ξ⃗0 = (1, 0), ξ⃗1 = (0, 1). Odwzorowanie φS jest
zadane wzorem (x, y) = (u, v) a wi ↪ec lokalna modyfikacja toryczna skojarzona z W
jest identyczności ↪a C2 → C2.

Jeśli ∆ jest diagramem Newtona szeregu dogodnego to ∆̃ = R2
+, zatem niez-

mienniki diagramu pogrubionego s ↪a równe odpowiednio: µ(∆̃) = 1, r(∆̃) = 0,
δ(∆̃) = 0, [∆̃, ∆̃] = 0 i twierdzenie 4 jest trywialnie spe lnione.

Przyk lad 2. Nast ↪epny w kolejności wachlarz W jest zbudowany z dwóch
stożków.  Latwo sprawdzić, że warunek aby by ly to stożki proste poci ↪aga za sob ↪a to,
że W jest rozpi ↪ety na ξ⃗0 = (1, 0), ξ⃗1 = (1, 1) i ξ⃗2 = (0, 1). Dla stożka S1 rozpi ↪etego

na wektorach ξ⃗0 = (1, 0), ξ⃗1 = (1, 1) odwzorowanie φS1 jest określone wzorem
(x, y) = (uv, v). Z kolei odwzorowanie φS2 skojarzone z drugim ze stożków wachla-
rza jest zadane przez (x, y) = (u, uv). Tak wi ↪ec modyfikacja toryczna π : M → C2

skojarzona z wachlarzem W jest to rozdmuchanie C2 w zerze.
Jeśli ∆ jest diagramem Newtona szeregu dogodnego f o rz ↪edzie ord 0f = d

to ∆̃ ma  laman ↪a Newtona b ↪ed ↪ac ↪a odcinkiem o końcach (d, 0) i (0, d). W takim
razie: P (∆̃) = d2/2, µ(∆̃) = (d − 1)2, r(∆̃) = d, δ(∆̃) = d(d − 1)/2. Jeśli
f , g s ↪a szeregami dogodnymi to pole Minkowskiego ich pogrubionych diagramów
Newtona [∆̃f , ∆̃g] = (ord 0f)(ord 0g). Podstawiaj ↪ac te wielkości do wzorów (8)–
(10) z twierdzenia 4 widzimy, że sprowadzaj ↪a si ↪e one do (5)–(7) z twierdzenia 2.

Sprawdzilísmy, że twierdzenie 2 jest szczególnym przypadkiem twierdzenia 4.
Podobnie jest z twierdzeniem 1. Jeśli f , g s ↪a szeregami niezdegenerowanymi,

to istnieje taki wachlarz W, że wśród wektorów które go rozpinaj ↪a s ↪a wektory pro-
stopad le do wszystkich odcinków  lamanych Newtona Nf i Ng. Wówczas diagramy

pogrubione ∆̃f , ∆̃g, s ↪a identyczne odpowiednio z ∆f , ∆g i nierówności w twierdze-
niu 1 wynikaj ↪a z uwzgl ↪ednienia poprawek po prawej stronie wzorów z twierdzenia 4.
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Jeśli f i g spe lniaj ↪a warunki niedegeneracji to ich przeciwobrazy w laściwe zadaj ↪a
krzywe g ladkie nie maj ↪ace wspólnych punktów na dywizorze wyj ↪atkowym π−1(0)
(zob. [Ch]) i sumy po prawej stronie wzorów (8) i (9) s ↪a zerowe a suma po prawej
stronie wzoru (10) wynosi −r0(f) = −r(∆f ). Tak wi ↪ec również twierdzenie 1 jest
szczególnym przypadkiem twierdzenia 4.

4.1 Rozk lad modyfikacji torycznej na z lożenie rozdmuchań

Sprawdzimy w tym podrozdziale, że każda lokalna modyfikacja toryczna jest z loże-
niem skończonej ilości rozdmuchań. W ten sposób przygotujemy grunt do induk-
cyjnego dowodu formu l z twierdzenia 4.

Rozpoczniemy od lematów opisuj ↪acych wzajemne po lożenie wektorów rozpina-
j ↪acych wachlarz.

Lemat 5 Jeśli wachlarz W jest rozpi ↪ety na wektorach ξ⃗0, ξ⃗1, . . . , ξ⃗n oraz wektory
ξ⃗k, ξ⃗l (k + 1 < l) tworz ↪a baz ↪e kraty ca lkowitoliczbowej to jeden z wektorów ξ⃗i jest

postaci ξ⃗k + ξ⃗l.

Dowód. Przypuśćmy, że tak nie jest. Wtedy ξ⃗k + ξ⃗l leży wewn ↪atrz pewnego
stożka Sj wachlarza W gdzie k < j ≤ l i przynajmniej jeden z wektorów rozpi-

naj ↪acych Sj nie jest równy ani ξ⃗k ani ξ⃗l. Bez utraty ogólności możemy za lożyć, że

jest to ξ⃗j . Mamy wi ↪ec nast ↪epuj ↪ace równania o wspó lczynnikach ca lkowitych:

ξ⃗j−1 = n1ξ⃗k + n2ξ⃗l
ξ⃗j = m1ξ⃗k + m2ξ⃗l

ξ⃗k + ξ⃗l = aξ⃗j−1 + bξ⃗j

ze wspó lczynnikami n1 ≥ 0, n2 ≥ 0, n1 + n2 ≥ 1, m1 > 0, m2 > 0, a > 0, b > 0.
Podstawiaj ↪ac prawe strony dwóch pierwszych równań do trzeciego stwierdzamy, że
an1 + bn1 = 1 oraz am2 + bm2 = 1 sk ↪ad wynika, że n1 = n2 = 0 – sprzeczność.

Wniosek 6 Jeśli wachlarz Wn jest rozpi ↪ety na wektorach ξ⃗0, ξ⃗1, . . . , ξ⃗n to dla
pewnego i (1 < i < n) jest

ξ⃗i = ξ⃗i−1 + ξ⃗i+1.

Dowód wniosku polega na użyciu prostego argumentu indukcyjnego. Wektory
ξ⃗0 i ξ⃗n spe lniaj ↪a za lożenia lematu 5. Zatem wśród wektorów ξ⃗i jeden jest postaci
ξ⃗0+ ξ⃗n. Nast ↪epnie stosujemy lemat 5 do pary ξ⃗0, ξ⃗i lub do pary ξ⃗i, ξ⃗n. Kontynuuj ↪ac
to post ↪epowanie dochodzimy do takiej trójki kolejnych wektorów ξ⃗i−1, ξ⃗i, ξ⃗i+1, że

ξ⃗i = ξ⃗i−1 + ξ⃗i+1.

Co wi ↪ecej, jest jasne że wektory ξ⃗0, . . . , ξ⃗i−1, ξ⃗i+1, . . . , ξ⃗n również rozpinaj ↪a
pewien wachlarz Wn−1 o liczbie stożków o 1 mniejszej od liczby stożków Wn.
Wachlarz Wn nazywamy rozdrobnieniem Wn−1 – powstaje on bowiem poprzez
podzia l jednego ze stożków wachlarza Wn−1 na dwa.

W kolejnym twierdzeniu porównamy lokalne modyfikacje toryczne skojarzone z
wachlarzem i jego rozdrobnieniem.
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Twierdzenie 7 Niech Wn, Wn+1 b ↪ed ↪a wachlarzami rozpi ↪etymi odpowiednio na

wektorach ξ⃗0, . . . ,ξ⃗i−1, ξ⃗i, . . . , ξ⃗n oraz ξ⃗0, . . . ,ξ⃗i−1, ξ⃗i−1 + ξ⃗i, ξ⃗i, . . . , ξ⃗n oraz niech
πn : Mn → C2, πn+1 : Mn+1 → C2 b ↪ed ↪a modyfikacjami torycznymi skojarzonymi
odpowiednio z Wn i Wn+1. Wtedy πn+1 = πn ◦ σ gdzie σ jest rozdmuchaniem Mn

w pocz ↪atku lokalnego uk ladu wspó lrz ↪ednych mapy φSi .

Dowód. Niech S̃, S′, S′′ b ↪ed ↪a stożkami rozpi ↪etymi odpowiednio przez pary
wektorów (ξ⃗i−1, ξ⃗i), (ξ⃗i−1, ξ⃗i−1 + ξ⃗i), (ξ⃗i−1 + ξ⃗i, ξ⃗i). We wszystkich mapach odpo-
wiadaj ↪acych stożkom S wachlarzy Wn i Wn+1 różnym od S̃, S′, S′′ odwzorowania
πn oraz πn+1 wyrażaj ↪a si ↪e identycznymi wzorami a wi ↪ec w tych mapach odwzo-
rowanie σ można zadać jako identyczność. Jeśli rozpatrzymy φS′ , φS′′ i φS̃ to
 latwo sprawdzić, że φS′ = φS̃ ◦ σ gdzie σ(u, v) = (uv, v) oraz, że φS′′ = φS̃ ◦ σ
gdzie σ(u, v) = (u, uv). Tak wi ↪ec σ jest rozdmuchaniem Mn w punkcie (0, 0) mapy
skojarzonej ze stożkiem S̃.

4.2 Rz ↪edy przeciwobrazów w laściwych w punktach kolej-
nych rozdmuchań

Lemat 8 Jeśli f = f(x, y) jest szeregiem dogodnym o diagramie Newtona ∆, π :
M → C2 jest lokaln ↪a modyfikacj ↪a toryczn ↪a o wachlarzu W oraz S jest jednym
ze stożków W rozpi ↪etym na wektorach ξ⃗, ν⃗ to rz ↪ad przeciwobrazu w laściwego f w
punkcie (0, 0) mapy φS wynosi

l(∆, ξ⃗ + ν⃗) − l(∆, ξ⃗) − l(∆, ν⃗).

Dowód. Dla

f(x, y) =
∑
ij

aijx
iyj

jest

(f ◦ φS)(u, v) =
∑
ij

aiju
⟨(i,j),ξ⃗⟩v⟨(i,j),ν⃗⟩

Z sumy w powyższym wzorze możemy wy l ↪aczyć czynniki ul(∆,ξ⃗) oraz vl(∆,ν⃗) a wi ↪ec

f(x, y) = ul(∆,ξ⃗)vl(∆,ν⃗)f̃(u, v)(11)

gdzie f̃(u, v) jest przeciwobrazem w laściwym szeregu f .
Rz ↪ad ord 0f̃ jest równy rz ↪edowi ord 0f̃ ◦ γ podstawienia generycznej krzywej

γ : t → (u, v) = (c1t, c2t). We wspó lrz ↪ednych (x, y) krzywa γ ma postać (x, y) =
(d1t

ξ1+ν1 , d2t
ξ2+ν2) i dla generycznych d1, d2 jest ord 0f(d1t

ξ1+ν1 , d2t
ξ2+ν2)

= l(∆, ξ⃗ + ν⃗) zob. [Ch]. Zatem po podstawieniu parametryzacji krzywej γ do
(11) dostajemy

l(∆, ξ⃗ + ν⃗) = ord 0(tl(∆,ξ⃗)tl(∆,ν⃗)(f̃ ◦ γ)(t)) = l(∆, ξ⃗) + l(∆, ν⃗) + ord 0f̃ .
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4.3 Dowód twierdzenia 4

Dowód formu ly (9). Niech Wn, Wn+1 b ↪ed ↪a wachlarzami z twierdzenia 7. Niech
f , g b ↪ed ↪a takimi szeregami dogodnymi, że ∆̃f = ∆̃g = ∆̃ gdzie operacja po-
grubienia jest wzgl ↪edem wachlarza Wn+1. Zachowuj ↪ac notacj ↪e z twierdzenia 7
sprawdzimy, że ze wzoru

δ0(f) −
∑

p∈π−1
n (0)

δp(f̃n) = δ0(g) −
∑

p∈π−1
n (0)

δp(g̃n)(12)

wynika

δ0(f) −
∑

p∈π−1
n+1(0)

δp(f̃n+1) = δ0(g) −
∑

p∈π−1
n+1(0)

δp(g̃n+1)(13)

Używamy dolnych indeksów dla f̃n, g̃n, f̃n+1, g̃n+1 aby odróżnić przeciwobrazy
w laściwe na rozmaitościach Mn oraz Mn+1. Dzi ↪eki twierdzeniu 7 wiemy, że πn+1 =
πn ◦σ gdzie σ jest rozdmuchaniem Mn w punkcie q b ↪ed ↪acym pocz ↪atkiem lokalnego
uk ladu wspó lrz ↪ednych mapy φSi . Z lematu 8 wynika, że rz ↪edy f̃n, g̃n w punkcie q
s ↪a równe i wynosz ↪a

l(∆̃, ξ⃗i−1 + ξ⃗i) − l(∆̃, ξ⃗i−1) − l(∆̃, ξ⃗i).

W takim razie ze wzoru (6) na liczb ↪e punktów podwójnych mamy

δq(f̃n) −
∑

p∈σ−1(q)

δp(f̃n+1) = δq(g̃n) −
∑

p∈σ−1(q)

δp(g̃n+1)(14)

Dodaj ↪ac stronami (12) i (14) dostajemy (13).
Zastosowanie indukcji ze wzgl ↪edu na ilość stożków wachlarza prowadzi do wnio-

sku, że formu la (12) jest prawdziwa dla dowolnego wachlarza W i dowolnych sze-
regów dogodnych f , g dla których ∆̃f = ∆̃g = ∆̃. Bior ↪ac jako g szereg o diagramie

∆g = ∆̃ spe lniaj ↪acy dodatkowo warunek niedegeneracji i korzystaj ↪ac z twierdze-

nia 1 stwierdzamy, że δ0(g) = δ(∆̃) oraz, że δp(g̃n) = 0 dla każdego punktu p

dywizora wyj ↪atkowego π−1
n (0). Tak wi ↪ec prawa strona (12) jest równa δ(∆̃) co

dowodzi twierdzenia.

Dowód formu ly (10). Wystarczy użyć formu ly δp(f) = (µp(f) + rp(f) − 1)/2.
Po podstawieniu do (9) i pomnożeniu przez 2 dostajemy równość

µ0(f) + r0(f) − 1 = µ(∆̃) + r(∆̃) − 1 +
∑

p∈π−1(0)∩{f̃=0}

(µp(f̃) + rp(f̃) − 1)

Nast ↪epnie korzystamy z równości liczby ga l ↪ezi

r0(f) =
∑

p∈π−1(0)

rp(f̃)
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i dostajemy (10).

Dowód formu ly (8). Ten dowód przebiega analogicznie do dowodu (9).
Dlatego jedynie go naszkicujemy.
Najpierw dowodzimy przy pomocy indukcji ze wzgl ↪edu na ilość stożków wa-

chlarza wzór

(f1, g1)0 −
∑

p∈π−1(0)

(f̃1, g̃1)p = (f2, g2)0 −
∑

p∈π−1(0)

(f̃2, g̃2)p(15)

gdzie fi, gi (i = 1, 2) s ↪a takimi szeregami dogodnymi, że ∆̃f1 = ∆̃f2 oraz ∆̃g1 =

∆̃g2 . W dowodzie indukcyjnym korzystamy z formu ly (5) na krotność przeci ↪ecia
po rozdmuchaniu.

Nast ↪epnie jako f2 i g2 bierzemy szeregi niezdegenerowane o diagramach ∆f2 =

∆̃f2 i ∆g2 = ∆̃g2 . Wówczas z twierdzenia 1 wynika, że prawa strona (15) jest równa

[∆̃f2 , ∆̃g2 ] co dowodzi (8).
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Kouchnirenko type formulae for local invariants of analytic curves

Summary. Let f(x, y) = 0, g(x, y) = 0 be plane analytic curves. We introduce
formulae for the Milnor number µ0(f) and the intersection multiplicity (f, g)0.
The obtained formulae generalize classical Noether formula for the intersection
multiplicity and Kouchnirenko theorem.
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