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FORMU LA TYPU KUSZNIRENKI
DLA NIEZMIENNIKA �
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1 Wst ,ep
Niech K[[x; y]] b ,edzie pier�scieniem formalnych szereg�ow pot ,egowych nad alge-braicznie domkni ,etym cia lem K. Z ka_zdym niezerowym szeregiem pot ,egowymf = Pij aijxiyj 2 K[[x; y]] bez sta lego wyrazu mo_zna skojarzy�c dwie powi ,azaneze sob ,a wielko�sci.Pierwsz ,a z nich jest niezmiennik �(f), zwany r�ownie_z liczb ,a punkt�ow podw�oj-nych krzywej f = 0 ukrytych w zerze, kt�ory de�niuje si ,e algebraicznie jakodimK( �R=R) gdzie R = K[[x; y]]=hfi oraz �R jest domkni ,eciem ca lkowitym pier-�scienia R w jego pier�scieniu u lamk�ow.Druga to wielko�s�c �N (f). Przypomnijmy, _ze diagram Newtona �(f) jest tootoczka wypuk la zbioru Saij 6=0f(i; j) + R2

�0g. Przyjmujemy z de�nicji, _ze �N (f)
jest to liczba punkt�ow kratowych domkni ,ecia zbioru h1;+1) � h1;+1) n �(f).
Przyk lad 1.1 Je�sli f = y5 + 3x3y2 + 5x8
to na podstawie rysunku �N (f) = 11.

Podana powy_zej de�nicja �N (f) pochodzi z [1]. W [2] zde�niowano t ,e wielko�s�cw inny spos�ob. R�ownowa_zno�s�c obu de�nicji wynika  latwo z Uwagi 1 w [4].
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Jedn ,a z nier�owno�sci typu Kusznirenki jest �(f) � �N (f) (zobacz [2, The-orem 3.10]). Twierdzenie 3.12 artyku lu [2] podaje warunek konieczny i wystar-czaj ,acy na r�owno�s�c. Celem tej notki jest udowodnienie tego twierdzenia w oparciuo wyniki [3] i [4].

2 WHNND
W [2] wprowadzono poj ,ecie quasijednorodnej niedegeneracji w sensie Newtonapod angielsk ,a nazw ,a \weighted homogeneous Newton non-degeneracy", w skr�ocieWHNND.

Przypomnijmy najpierw co to s ,a wielomiany quasijednorodne. Niech (n;m)b ,edzie par ,a wzgl ,ednie pierwszych liczb naturalnych. Wielomian h = Pij aijxiyjnazwiemy quasijednorodnym typu (n;m; d) gdy dla wszystkich jednomian�owaijxiyj wchodz ,acych w jego sk lad ni+mj = d. Liczb ,e d nazywamy wtedy stopniemwa_zonym wielomianu h wzgl ,edem wagi w = (n;m).
Rozpatrywany przez nas szereg f 2 K[[x; y]] mo_zna roz lo_zy�c na sum ,e

f = fwd + fwd+1 + � � �

gdzie fwd 6= 0 i fwl s ,a wielomianami quasijednorodnymi stopni wa_zonych l wzgl ,edemwagi w dla l � d. Wielomian fwd rozk lada si ,e na iloczyn czynnik�ow

fwd = jednomian �

kY
i=1(y

n � aixm)ri

z niezerowymi i parami r�o_znymi wsp�o lczynnikami ai.Powiemy, _ze szereg f jest WHNND wzgl ,edem wagi w = (n;m) gdy dla do-wolnego indeksu i 2 f1; : : : ; kg wyk ladnik ri = 1 lub w przypadku gdy ri > 1wielomian yn � aixm nie dzieli fwd+1. Szereg f nazwiemy WHNND gdy jest onWHNND wzgl ,edem ka_zdej wagi.
Warunek WHNND wystarczy sprawdza�c dla wag w = (n;m) dla kt�orych wektor[n;m] jest prostopad ly do kraw ,edzi diagramu Newtona szeregu f bo tylko wtedywielomian fwd nie jest jednomianem.
Zacytujmy Twierdzenie 3.12 z [2].

Twierdzenie 2.1 Je�sli �N (f) < +1 to �(f) = �N (f) wtedy i tylko wtedy gdy

szereg f 2 K[[x; y]] jest WHNND.

Uwaga 2.2 Gdy �N (f) = +1 to z nier�owno�sci �(f) � �N (f) wynika, _ze r�ownie_z�(f) = +1.
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3 Mody�kacje toryczne a WHNND
Celem tego rozdzia lu jest pokazanie, _ze szereg f 2 K[[x; y]] jest WHNND wtedyi tylko wtedy gdy przeciwobraz w la�sciwy krzywej f = 0 poprzez mody�kacj ,e to-ryczn ,a skojarzon ,a z diagramem Newtona �(f) jest krzyw ,a nieosobliw ,a w punktachprzeci ,ecia z dywizorem wyj ,atkowym.

Niech � b ,edzie lokaln ,a mody�kacj ,a toryczn ,a o wachlarzu w�sr�od kt�orego kra-w ,edzi s ,a wszystkie o kierunkach wewn ,etrznych wektor�ow normalnych do kraw ,edzidiagramu Newtona �(f). Rozpatrzmy jeden ze sto_zk�ow wachlarza rozpinany przezwektory ca lkowitoliczbowe [n;m], [n1;m1], gdzie n > 0, m > 0, nm1 �mn1 = 1.Dokonuj ,ac podstawienia torycznego x = unvn1 , y = umvm1 w f = fwd + fwd+1 + � � �otrzymujemy szereg postaci

jednomian �
� kY
i=1(v � ai)ri + ~fwd+1(v)u + � � �

�:

Zatem krzywa Qki=1(v � ai)ri + ~fwd+1(v)u + � � � = 0 b ,ed ,aca przeciwobrazemw la�sciwym f = 0 przecina sk ladow ,a u = 0 dywizora wyj ,atkowego w punktach(0; ai) dla i = 1; : : : ; k. Jest ona we wszystkich tych punktach krzyw ,a nieosobliw ,a,czyli zadawan ,a przez r�ownania rz ,edu 1 w tych punktach, wtedy i tylko wtedy gdyszereg f jest WHNND wzgl ,edem wagi (n;m).

4 Dow�od twierdzenia
Niech � b ,edzie lokaln ,a mody�kacj ,a toryczn ,a z poprzedniego rozdzia lu. Wtedy napodstawie Twierdzenia 4 z [4] dostajemy �(f) = �N (f) + Pp �p(C) gdzie sumajest rozci ,agni ,eta na wszystkie punkty przeci ,ecia przeciwobrazu w la�sciwego krzywejf = 0, oznaczanego przez C, z dywizorem wyj ,atkowym. Twierdzenie to zosta lo wy-powiedziane i udowodnione dla zbie_znych zespolonych szereg�ow pot ,egowych zmien-nych x, y ale poniewa_z jego dow�od jest oparty na formule Noethera dla niezmien-nika � zachod ,acej r�ownie_z dla szereg�ow formalnych w dowolnej charakterystyce,pozostaje ono prawdziwe dla f 2 K[[x; y]].

Ka_zdy z niezmiennik�ow �p(C) jest liczb ,a nieujemn ,a i jest r�owny 0 wtedy i tylkowtedy gdy krzywa C jest nieosobliwa w punkcie p. St ,ad �(f) = �N (f) wtedyi tylko wtedy gdy C jest krzyw ,a nieosobliw ,a w punktach przeci ,ecia z dywizo-rem wyj ,atkowym co jak stwierdzili�smy w poprzednim rozdziale jest r�ownowa_zneWHNND szeregu f .
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Some remarks on Kouchnirenko type formula for delta-invariant

Summary. Let f 2 K[[x; y]] be a formal power series over the algebraically closed�eld K of arbitrary characteristic. In this note we compare the delta-invariant �(f)with �N (f) calculated using the Newton diagram of f . We reprove Greuel andNguyen's result that �(f) = �N (f) if and only if f is satis�es some nondegeneracycondition called the weighted homogeneous Newton non-degeneracy.
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