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Wst ιep
W tym przegl ιadowym artykule chcemy przypomnieć kilka podstawowych faktów
zwi ιazanych z lokaln ιa stabilności ιa topologiczn ιa dżetów rzeczywistych i zepolonych,
a także zwrócić uwag ιe na kilka dotychczas otwartych pytań. Ze szczególn ιa uwag ιa
omawiamy przypadek rzeczywisty; jest on trudniejszy i jego delikatność może
umkn ιać uwadze, gdy koncentrujemy si ιe wy l ιacznie na przypadku zespolonym. Na
finezj ιe przypadku rzeczywistego zwróci l nam uwag ιe Wojciech Kucharz w styczniu
1997 (w czasie semestru poświeconego osobliwościom w Instytucie Fieldsa w To-
ronto).

Stabilność topologiczna dżetów by la intensywnie badana na prze lomie lat sześć-
dziesi ιatych i siedemdziesi ιatych w ramach tzw. teorii katastrof zaproponowanej
przez René Thoma, stawiaj ιacej sobie za cel klasyfikacj ιe osobliwości. Szybko okaza lo
si ιe, że klasyfikacja analityczna dostarcza zbyt wiele typów, sk ιad wzrost znaczenia
podej́scia topologicznego. Id ιac tropem naturalnej historycznej kolejności koncen-
trujemy si ιe na przypadku rzeczywistym. Wi ιekszość oznaczeń zaczerpn ιelísmy z
ksi ιażki [Lu].

Dostateczność dżetów
Zdefiniujmy przestrzeń r-dżetów. Rozważamy lokalne odwzorowania (Rn, 0) →
(Rp, 0) klasy Ck (k ≥ r). Dwie takie funkcje uważamy za równoważne, jeżeli
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ich rozwini ιecia Taylora w zerze do rz ιedu r w l ιacznie pokrywaj ιa si ιe. Klasy ab-
strakcji tej relacji nazywamy r-dżetami. Tak zdefiniowan ιa przestrzeń r-dżetów
oznaczamy Jr(n, p). Klas ιe abstrakcji funkcji f b ιedziemy oznaczać jr(f). W
ustalonym uk ladzie wspó lrz ιednych, każdy r-dżet jest jednoznacznie reprezentowany
przez wielomian stopnia nie przekraczaj ιacego r.

Dżet Z ∈ Jr(n, p) nazywamy C0-dostatecznym w klasie Ck (k ≥ r), jeżeli dla
dowolnych jego realizacji f, g w tej klasie, istniej ιa lokalne homeomorfizmy h1 :
(Rn, 0)→ (Rn, 0) oraz h2 : (Rp, 0)→ (Rp, 0) takie, że

g ◦ h1 = h2 ◦ f .

Dla p = 1 zawsze można przyj ιać h2 = id. Zwróćmy uwag ιe, że poj ιecie C0-
dostateczności zwi ιazane jest z ustalon ιa klas ιa regularności. Zamiast klasy Ck

rozważamy także przypadek g ladki (C∞) i analityczny (Cω). Potrzeba uwzgl ιe-
dniania klasy regularności nie pojawia si ιe w przypadku zespolonym, dzi ιeki czemu
poj ιecie jest tam prostsze. W przypadku rzeczywistym uwzgl ιednianie klasy jest
zasadne. Później, przeanalizujemy za [Lu] dżet Z ∈ J10(2, 1) C0-dostateczny w
klasie C11, który nie jest C0-dostateczny w klasie C10. Omówimy także bardzo
ciekawe przyk lady Kucharza [Kuch] tego typu. Przyk ladem dżetu, który nie jest
C0-dostateczny w żadnej możliwej klasie jest x2 ∈ J2(2, 1).

Ważnym poj ιeciem blisko zwi ιazanym z C0-dostateczności ιa jest V -dostatecz-
ność (od s lowa variety). Dżet Z ∈ Jr(n, p) nazywamy V -dostatecznym w klasie
Ck (k ≥ r), jeżeli dla dowolnych jego realizacji f, g w tej klasie, zbiory f−1(0)
oraz g−1(0) s ιa lokalnie homeomorficzne. Oczywíscie C0-dostateczność implikuje
V -dostateczność, ale generalnie nie na odwrót. Znane nam przyk lady, różnic
pomi ιedzy tymi poj ιeciami dotycz ιa funkcji o wartościach wektorowych (patrz [Lu]).
Jak zaraz zobaczymy poj ιecia C0− i V -dostateczności s ιa bardzo zbliżone w przy-
padku funkcji skalarnych, do których ograniczymy si ιe w dalszym ci ιagu.

Podstawowym pytaniem w rozważanej teorii jest pytanie o dostateczność dżetu.
Dżet dany jest jako para: liczba ca lkowita dodatnia r oraz funkcja f klasy Cr. Dla
funkcji skalarnych mamy nast ιepuj ιace dwa klasyczne wyniki.

Twierdzenie 1 (Kuo [Kuo1], Kuiper [Kuip], Bochnak,  Lojasiewicz [B L]).
Niech Z ∈ Jr(n, 1) b ιedzie r-dżetem, a f jego realizacj ιa. Wówczas nast ιepuj ιace
warunki s ιa równoważne:

(i) Z jest V -dostateczny w klasie Cr,

(ii) Z jest C0-dostateczny w klasie Cr,

(iii) |grad f(x)| ≥ c|x|r−1 w otoczeniu zera dla pewnego c > 0.

Warto zauważyć, że w lasność (iii) jest w lasności ιa dżetu, a nie tylko jego re-
alizacji. Dowód implikacji (iii)⇒(ii) podali niezależnie Kuo [Kuo1] oraz Kuiper
[Kuip]. Implikacja (ii)⇒(i) jest oczywista. Implikacj ιe (i)⇒(iii) udowodnili Bochnak
i  Lojasiewicz [B L].

Kolejne twierdzenie sprawia pozornie wrażenie twierdzenia ogólniejszego, ale w
istocie tak nie jest. Jest to po prostu inne twierdzenie.
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Twierdzenie 2.
Niech Z ∈ Jr(n, 1) b ιedzie r-dżetem, a f jego realizacj ιa. Wówczas nast ιepuj ιace
warunki s ιa równoważne:

(i) Z jest V -dostateczny w klasie Cr+1,

(ii) Z jest C0-dostateczny w klasie Cr+1,

(iii) |grad f(x)| ≥ c|x|r−δ w otoczeniu zera dla pewnych c > 0, δ > 0.

Wydaje si ιe to dziwne, ale żadna z istotnych implikacji (iii)⇒(ii) oraz (i)⇒(iii) w
Twierdzeniu 2 nie wynika bezpośrednio z analogicznych implikacji w Twierdzeniu 1,
ani na odwrót. Prawdziwość implikacji (iii)⇒(ii) w Twierdzeniu 2 dostrzegli Lu i
Chung [Lu,LuCh] (być może ktoś jeszcze), ale przypisuj ιa ten wynik Kuo, gdyż jest
prost ιa przeróbk ιa dowodu analogicznej implikacji w Twierdzeniu 1. Do dowodu im-
plikacji (i)⇒(iii) w Twierdzeniu 2, [Lu] odsy la do wspomnianej pracy [B L]. Nie jest
ona jednak, jak  latwo zauważyć, bezpośredni ιa konsekwencj ιa twierdzenia Bochnaka
i  Lojasiewicza.

Obserwuj ιac warunki (iii) obu twierdzeń widzimy, że podstawowe znaczenie dla
teorii ma minimalizowanie wyk ladnika α w nierówności

|grad f(x)| ≥ c|x|α w otoczeniu zera dla pewnego c > 0 .

Dla danej funkcji f , infimum takich wyk ladników nazywamy lokalnym wyk lad-
nikiem  Lojasierwicza gradientu. Infimum to b ιedziemy oznaczać lR0 (grad f). Wy-
k ladnik  Lojasiewicza w przypadku rzeczywistym badany by l w wielu pracach (np.
[ L], [Kuo2], [BR], [G1], [G2]). Jeżeli f jest analityczna, to wyk ladnik jest osi ιagany.

Poniższy przyk lad pochodzi z ksi ιażki [Lu] (example 1.4, p. 147). Rozważmy
wielomian f(X,Y ) = X3 − 3XY 7. Mamy lR0 (grad f) = 91

2 , sk ιad

|grad f(x, y)| ≥ c|(x, y)|10− 1
2 lokalnie dla pewnego c > 0 .

Z twierdzenia 2 wynika, że dżet j10(f) jest C0-dostateczny w klasie C11 oraz nie
jest on C0-dostateczny w klasie C10. Warto znać bezpośrednie sprawdzenie tego
drugiego faktu. Wystarczy pokazać, że dżet nie jest V -dostateczny w tej klasie.
Realizacj ιa dżetu w klasie C10 jest

x3 − 3xy7 = 2|y|10 1
2 + (x− |y| 72 )2(x+ 2|y| 72 ) .

Dodaj ιac od obu stron zaburzenia ±y2N (x+2|y| 72 ), po przyrównaniu do zera, otrzy-
mujemy zbiory lokalnie niehomeomorficzne.

Stopnie dostateczności
Niech teraz f : (Rn, 0)→ (R, 0) b ιedzie funkcj ιa analityczn ιa. Funkcja określa r-dżet
jr(f) dla dowolnego r = 0, 1, . . .. Dla dowolnego ustalonego k = 0, 1, . . . możemy
szukać minimalnego r takiego, że dżet jr(f) jest C0-dostateczny (V -dostateczny)

w klasie Cr+k. Wielkość t ιe oznaczmy v
(k)
f w przypadku V -dostateczności i ν(k)



10

w przypadku C0-dostateczności (to drugie oznaczenie nawi ιazuje do tradycyjnego

oznaczenia νf = ν
(ω)
f ). Wprost z definicji mamy

v
(0)
f ≥ v(1)f ≥ . . . ≥ v(∞)

f ≥ v(ω)f .(1)

oraz
ν
(0)
f ≥ ν(1)f ≥ . . . ≥ ν(∞)

f ≥ ν(ω)f(2)

Ponadto
ν
(k)
f ≥ v(k)f .(3)

Z Twierdzenia 1 mamy

v
(0)
f = ν

(0)
f = 〈lR0 (grad f)〉+ 1(4)

(przez 〈x〉 oznaczamy najmniejsz ιa liczb ιe ca lkowit ιa ≥ x). Z Twierdzenia 2 wynika,
że

v
(1)
f = ν

(1)
f = [lR0 (grad f)] + 1(5)

(przez [x] oznaczamy najwi ιeksz ιa liczb ιe ca lkowit ιa ≤ x). Z wzorów (4) i (5) wynika
równość wymienionych czterech stopni dostateczności, gdy wyk ladnik  Lojasiewicza
jest liczb ιa ca lkowit ιa. Dla u lamkowego wyk ladnika, (4) jest dok ladnie o jeden

wi ιeksze od (5). Dla f = X3 − 3XY 7 z przyk ladu mamy v
(0)
f = ν

(0)
f = 11 oraz

v
(1)
f = ν

(1)
f = 10.

Dla k ≥ 2 nie s ιa znane dok ladne wzory na v
(k)
f oraz ν

(k)
f . Z (1), (2), (3) i (5)

wynika, że wielkości te szacuj ιa si ιe z góry przez [lR0 (grad f)] + 1. Ponadto  latwo
sprawdzamy, że kolejne wartości w ci ιagach (1) i (2), dla k skończonych, różni ιa si ιe
co najwyżej o 1. Nie wiemy czy równość w (3), która dla k = 0, k = 1 wynika z
cytowanych twierdzeń, zachodzi także dla k ≥ 2.

Warto teraz przyjrzeć si ιe przypadkowi zespolonemu. Ograniczymy si ιe do przy-
padku holomorficznych funkcji skalarnych (Cn, 0) → (C, 0). Przestrzeń r-dżetów
definiujemy analogicznie jak w przypadku rzeczywistym. Ponieważ różniczkowal-
ność jest tu równoważna holomorficzności, uwzgl ιedniamy wy l ιacznie realizacje holo-
morficzne. Dzi ιeki temu  latwiejsza jest definicja V - i C0-dostateczności dżetu.
Również stopnie V - i C0-dostateczności redukuj ιa si ιe wy l ιacznie do przypadku holo-
morficznego. Odpowiednie stopnie dla funkcji f b ιedziemy oznaczać vf oraz νf , przy
czym jak poprzednio vf ≤ νf . Analogicznie definiujemy wyk ladnik  Lojasiewicza.
W przypadku zespolonym zachodzi elegancka równość

νf = [lC0 (grad f)] + 1 .

Nierówność ≤ wykazali Lu i Chang [LuCh] opieraj ιac si ιe na pracy [Kuo1], zaś
nierówność przeciwn ιa udowodni l Teissier [Te].

Przyk lady Kucharza
Pod koniec lat siedemdziesi ιatych Bochnak i Kucharz [BK] sformu lowali hipotez ιe
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dotycz ιac ιa C
0-dostateczności dżetów rzeczywistych, któr ιa w naszych oznaczeniach

można zapisać jako

ν
(1)
f = ν

(2)
f = . . . = ν

(∞)
f .(6)

Hipoteza ta uwzgl ιednia la również funkcje o wartościach wektorowych. Gdyby
hipoteza by la prawdziwa, to wszystkie stopnie by lyby równe [lR0 (grad f)] + 1. W
po lowie lat osiemdziesi ιatych Kucharz [Kuch] poda l kontrprzyk lad dla dżetów Jr(3, 1).

Przyk lad (Kucharz).
Niech fk(x, y, z) = x3− 3xy2k+5 + z3, k = 1, 2, . . ., b ιedzie wielomianem zmiennych
rzeczywistych. Niech rk = 2k + 7. Wówczas:

(i) dżet jrk(f) jest C0-dostateczny w klasie Crk+k+1,

(ii) dżet jrk+k(f) nie jest V -dostateczny w klasie Crk+k.

Z (i) mamy

ν
(k+1)
f ≤ rk = 2k + 7

oraz z (ii)

v
(0)
f > rk + k = 3k + 7 ,

co daje nam ostr ιa nierówność w ci ιagu (6):

ν
(1)
f ≥ v(0)f − 1 > 3k + 6 ≥ 2k + 7 ≥ ν(k+1)

f .

Hipoteza Bochnaka-Kucharza pozostaje otwarta w Jr(2, 1).

Zakończenie.
Może na koniec jeszcze kilka s lów o porównaniu wyk ladnika rzeczywistego i ze-
spolonego funkcji analitycznej. Ten sam szereg zbieżny f dwu zmiennych o wspó l-
czynnikach rzeczywistych, definiuje jednocześnie rzeczywist ιa funkcj ιe analityczn ιa
oraz funkcj ιe holomorficzn ιa. Ponieważ R ⊂ C, wyk ladnik rzeczywisty możemy
traktować jako wyk ladnik zespolony zaw ιeżony do podzbioru. Wynika st ιad  latwo
nierówność

lC0 (grad f) ≥ lR0 (grad f) .

Merle poda l przyk lad f = y5 − x12 + yx10, dla którego nierówność jest ostra.
Mamy lR0 (gradf) = 10 (patrz np. [G1]) oraz lC0 (gradf) = 11 (można np. sko-
rzystać z [Len]). Obszerna analiza zależności pomi ιedzy przypadkiem rzeczywistym
i zespolonym zaprezentowana jest w [BR].
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On C0-sufficiency of real and complex jets

Summary. We collect known results concerning relations between C0-sufficiency
degree and the Lojasiewicz exponent.
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