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2007  Lódź str. 9

O PROBLEMIE ARNOLDA Z 1982 ROKU
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Streszczenie

Podajemy elementarne rozwi ↪azanie problemu 1982-16 z ksi ↪ażki Arnold’s
Problems.

Dla dowolnego szeregu formalnego f ∈ C[[x1, . . . , xn]] postaci

f(x1, . . . , xn) =
∑

α∈Nn

aαx
α gdzie xα = xα1

1 · · ·xαn
n(1)

określamy supp(f) = {α ∈ Nn : aα ̸= 0 } oraz ∆f jako otoczk ↪e wypuk l ↪a zbioru
{α + v : α ∈ supp(f), v ∈ Rn

+ }. Zbiór ∆f nazywamy wielościanem Newtona
szeregu f . Jeśli wielościan Newtona ∆ dotyka wszystkich osi uk ladu wspó lrz ↪ednych,
to nazywamy go dogodnym. W takim przypadku obszar pod ∆ czyli dope lnienie
∆ do Rn

+ ma skończon ↪a obj ↪etość.
W ksi ↪ażce z problemami z seminarium Arnolda [A] jest zadanie

1982-16. Consider a Newton polyhedron ∆ in Rn and the number µ(∆) =
n!V −

∑
(n − 1)!Vi +

∑
(n − 2)!Vij − · · ·, where V is the volume under ∆, Vi is

the volume under ∆ on the hyperplane xi = 0, Vij is the volume under ∆ on the
hyperplane xi = xj = 0, and so on.

Then µ(∆) grows (non strictly monotonically) as ∆ grows1 (whenever ∆ rema-
ins convex and integer?). There is no elementary proof even for n = 2.

1Relacj ↪e ∆ ≤ ∆′ rozumiemy jako ∆ ⊃ ∆′
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Dla n = 2 problem jest anonsowany jako rozwi ↪azany, lecz bez podania do-
k ladnego cytowania. Przedstawimy proste rozwi ↪azanie tego zadania dla n = 2 a
później pokażemy jak z pó lci ↪ag lości liczby Milnora wynika przypadek ogólny.

Jeżeli ∆ ⊂ R2
+ jest dogodnym diagramem Newtona, to

µ(∆) = 2S − a− b + 1 ,

gdzie S jest polem pomi ↪edzy diagramem ∆ i osiami, zaś (a, 0) oraz (0, b) s ↪a odpo-
wiednio wierzcho lkami diagramu na osi poziomej i pionowej.

Murem nazywamy podzbiór pierwszej ćwiartki z lożony z punktów, których od-
leg lość od osi uk ladu jest nie wi ↪eksza niż jeden.

Propozycja 1 Niech ∆ b ↪edzie dogodnym diagramem Newtona ograniczaj ↪acym pole
S1 poza murem. Niech (a1, 1) oraz (1, b1) b ↪ed ↪a punktami brzegu diagramu, których
odleg lość od osi wynosi dok ladnie 1. Wówczas

µ(∆) = 2S1 + a1 + b1 − 1 .(2)

Dowód. Mamy S = S1+ a+a1−1
2 + b+b1−1

2 , sk ↪ad po elementarnych przekszta lceniach
otrzymujemy tez ↪e.

(1, 0) (a, 0)

(0, b)

(0, 1)
(a1, 1)

(1, b1)

S1

Wniosek 2 Jeżeli ∆ ⊃ ∆′ s ↪a dogodnymi diagramami Newtona, to µ(∆) ≤ µ(∆′).

Dowód. Przyjmuj ↪ac odpowiednio dla ∆ i ∆′ oznaczenia S, a1, b1 oraz S′, a′1, b
′
1, tak

jak w Propozycji 1, otrzymamy S1 ≤ S′
1, a1 ≤ a′1 oraz b1 ≤ b′1, sk ↪ad wobec (2)

otrzymujemy tez ↪e.
Przejdźmy teraz do przypadku ogólnego. Mamy

Twierdzenie 3 (Kusznirenko [K])
Jeżeli f jest szeregiem o dogodnym wielościanie Newtona, to

µ0(f) ≥ µ(∆f ) ,

i dla szeregów niezdegenerowanych zachodzi równość.



11

Warunek niedegeneracji (zob. [K]) jest spe lniony dla generycznych szeregów o
ustalonym wielościanie Newtona ∆. Mówi ↪ac dok ladniej, niech A b ↪edzie zbiorem
punktów kratowych należ ↪acych do brzegu ∆. Wówczas istnieje w laściwy podzbiór
algebraiczny D ⊂ (C)α∈A taki, że dowolny szereg f postaci (1) o diagramie ∆ jest
niezdegenerowany o ile uk lad wspó lczynników (aα)α∈A nie należy do D.

Niech ∆ ⊃ ∆′ b ↪ed ↪a dowolnymi dogodnymi wielościanami Newtona. Weźmy
niezdegenerowane szeregi f , g takie, że ∆f = ∆, ∆g = ∆′, za lóżmy dodatkowo, że
f spe lnia warunek z poprzedniego akapitu i rozpatrzmy rodzin ↪e

Ff (x) = tf(x) + (1 − t)g(x)

parametryzowan ↪a t ∈ C. Wówczas:

(i) F0(x) = g(x), F1(x) = f(x)

(ii) ∆Ft = ∆ dla wszystkich t ∈ C poza skończon ↪a liczb ↪a

(iii) szereg Ft jest niezdegenerowany dla wszystkich t ∈ C poza skończon ↪a liczb ↪a

Aby sprawdzić (ii), weźmy f(x) =
∑

aαx
α, g(x) =

∑
bαx

α. Jeśli t nie spe lnia
żadnego z równań

taα + (1 − t)bα = 0

gdzie α ∈ A ∩ supp(f) to A ∩ supp(Ft) = A ∩ supp(f) i wówczas ∆Ft = ∆.
Podobnie sprawdzamy (iii). Uk lady wspó lczynników (taα + (1 − t)bα)α∈A wy-

znaczaj ↪a prost ↪a zawart ↪a w (C)α∈A przechodz ↪ac ↪a przez punkty (aα)α∈A i (bα)α∈A.
Ponieważ pierwszy z tych punktów nie należy do zbioru D wi ↪ec nasza prosta prze-
cina D w skończonej liczbie punktów (bo D jest zbiorem algebaicznym) a wi ↪ec
szereg Ft jest zdegenerowany tylko dla skończonej liczby parametrów t ∈ C.

Na podstawie twierdzenia Kusznirenki oraz (i)–(iii) dostajemy:

µ0(Ft) = µ(∆) dla t ̸= 0 dostatecznie bliskich 0

µ0(F0) = µ(∆′)

Z pó lci ↪ag lości liczby Milnora (zob. [T] str. 39) dostajemy nierówność µ0(F0) ≥
µ0(Ft) a wi ↪ec µ(∆) ≤ µ(∆′).
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On Arnold’s problem

Summary. We give an elementary solution of a problem 1982-16 from the book
Arnold’s Problems.
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