
MATERIA LY NA XXXIII KONFERENCJ ,E I WARSZTATY
Z GEOMETRII ANALITYCZNEJ I ALGEBRAICZNEJ

2012  L�od�z str. 27

O ROZWI ,AZANIACH R �OWNA�N ANALITYCZNYCH

Janusz Gwo�zdziewicz, Arkadiusz P loski (Kielce)

1 Wst ,ep
Funkcj ,e � : U ! R ci ,ag l ,a w zbiorze otwartym U � R nazywamy funkcj ,a al-gebraiczn ,a gdy istnieje niezerowy wielomian dw�och zmiennych P (x; y) taki, _zeP (x; �(x)) = 0 dla x 2 U .

W pracy doktorskiej [1] Ali Abdulkarim El-Siblani udowodni l nast ,epuj ,ace twier-dzenie kt�ore podajemy tutaj we wzmocnionej formie:
Twierdzenie 1.1 Je�sli � jest funkcj ,a algebraiczn ,a spe lniaj ,ac ,a r�ownanie wielomia-nowe stopnia d > 1 posiadaj ,ac ,a ci ,ag le pochodne do rz ,edu 12 (d�1)(d�2)+1 w l ,acznieto � jest funkcj ,a analityczn ,a.

Wynika st ,ad wniosek b ,ed ,acy szczeg�olnym przypadkiem dobrze znanego twier-dzenia Malgrange'a
Wniosek 1.2 Je�sli � jest funkcj ,a algebraiczn ,a klasy C1 to � jest funkcj ,a anali-tyczn ,a.

Problem optymalno�sci Twierdzenia 1.1 jest w zasadzie otwarty: wprawdzie dlad � 5 twiedzenia nie mo_zna poprawi�c ale dla d > 5 jest to mo_zliwe. Optymalneoszacowanie dla dostatecznie du_zych d nie jest znane.
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2 Rz ,ad styczno�sci
B ,edziemy u_zywali standardowych oznacze�n: Cfx; yg jest pier�scieniem szereg�owpot ,egowych zbie_znych, Cfxg� pier�scieniem szereg�ow Puiseux (por [7]). Szeregf(x; y) 2 Cfx; yg nazywamy miniregularnym gdy po rozpisaniu na sum ,e wielo-mian�ow jednorodnych f(x; y) = fp(x; y) + fp+1(x; y) + � � � stopni deg fi = i wielo-mian najni_zszego stopnia spe lnia warunek fp(0; y) 6= 0.

Gdy f = f(x; y) jest szeregiem miniregularnm rz ,edu p to

f(x; y) = u(x; y)
pY

i=1(y � yi(x));

gdzie y1(x), . . . , yp(x) jest ci ,agiem szereg�ow Puiseux rz ,ed�ow ord yi � 1 za�s u(x; y) 2Cfx; yg jest dzielnikiem jedynki w Cfx; yg tzn. u(0; 0) 6= 0. Piszemy w�owczasZer f = hy1(x); : : : ; yp(x)i.
Gdy f , g 2 Cfx; yg s ,a szeregami miniregularnymi rz ,edu p > 0 i q > 0 odpo-wiednio i je�sli Zer f = hy1(x); : : : ; yp(x)i, Zer g = hz1(x); : : : ; zq(x)i to de�niujemyrz ,ad styczno�sci K0(f; g) krzywych f(x; y) = 0, g(x; y) = 0 przyjmuj ,ac

K0(f; g) = supf ord(yi(x)� zj(x)) : 1 � i � p; 1 � j � q g:
Jest K0(f; g) < +1 dla wzgl ,ednie pierwszych f , g.

W dalszej cz ,e�sci oznaczamy K0(f) = K0(f; @f@y ) dla ka_zdego szeregu f minire-
gularnego rz ,edu ord f > 1. Oczywi�scie K0(f) < +1 dok ladnie wtedy gdy szereg fnie ma czynnik�ow wielokrotnych.
Lemat 2.1 Je_zeli szereg f jest miniregularny rz ,edu p > 1, to

K0(f) = supi 6=j (ord yi(x)� ord yj(x)):

Dow�od. Niech b ,edzie Zer @f@y = hz1(x); : : : ; zp�1(x)i. Z lematu Kuo-Lu (por.
[4]) wynika, _ze zbiory f ord(yi(x) � yj(x)) : i 6= j g oraz f ord(yi(x) � zk(x)) : 1 �i � p; 1 � k � p� 1 g s ,a identyczne. St ,ad wynika lemat.
Lemat 2.2 Je_zeli f = f1 � � � fr jest rozk ladem szeregu f na czynniki nierozk ladalnew Cfx; yg, to K0(f) = supf supiK0(fi); supi 6=j K0(fi; fj) g.

Dow�od. Stosujemy Lemat 2.1 i de�nicj ,e rz ,edu styczno�sci.
Uwaga 2.3 Mo_zna sprawdzi�c, _ze gdy f jest miniregularnym szeregiem nierozk la-dalnym o charakterystyce (�0; : : : ; �g), to K0(f) = �g=�0. Obliczenie K(f; g) dlapary szereg�ow nierozk ladalnych f , g redukuje si ,e do wyznaczenia ich charakterystykoraz krotno�sci przeci ,ecia i0(f; g).
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Uwaga 2.4 J. Ch ,adzy�nski i T. Krasi�nski udowodnili, _ze gdy f , g s ,a miniregularnei wzgl ,ednie pierwsze to K0(f; g) jest r�owny wyk ladnikowi separacji regularnej paryf = 0, g = 0 (por. [2] Theorem 4).Dok ladniej, K0(f; g) jest najmniejszym z wyk ladnik�ow � > 0 dla kt�orych zacho-dzi nier�owno�s�c
dist�z; ff = 0g�+ dist�z; fg = 0g� � C � dist�z; ff = 0g \ fg = 0g��

dla pewnego C > 0 i wszystkich z = (x; y) z ma lego otoczenia 0 2 R2.
Formu la powy_zsza pozwala uog�olni�c poj ,ecie rz ,edu styczno�sci na przypadek hi-perpowierzchni.
Por�ownamy teraz K0(f) i liczb ,e Milnora �0(f) krzywej f = 0. Zak ladamy, _zeszereg f jest miniregularny.

Lemat 2.5 Niech �0(f) b ,edzie liczb ,a Milnora krzywej f = 0. Wtedy 2K0(f) ��0(f)� (ord f � 1)2 + 2.
Dow�od. Oznaczmy p = ord f . Wed lug znanej formu ly dla liczby Milnora(por. [7]) mamy

�0(f) = 2 X
1�i<j�p ord(yi(x)� yj(x))� p + 1

a st ,ad �0(f) � 2�K0(f) + 12p(p� 1)� 1�� p + 1 = 2K0(f) + (p� 1)2 � 2.
Niech k b ,edzie dodatni ,a liczb ,a ca lkowit ,a. Szereg Puiseux y(x) nazwiemy k-regularnym gdy wszystkie jego wyrazy rz ,edu � k maj ,a wyk ladniki ca lkowite.

Lemat 2.6 Niech y(x) 2 Zer f b ,edzie k-regularnym szeregiem Puiseux. Je_zeli k �K0(f) to y(x) 2 Cfxg.
Dow�od. Przypu�s�cmy, _ze y(x) =2 Cfxg. W takim razie y(x) = Y (x1=m) gdzieY (t) 2 Cftg i m > 1. Oznaczmy ~y(x) = Y (�x1=m) gdzie � jest m-tym pierwotnymzespolonym pierwiastkiem z 1. Jest wi ,ec f(x; ~y(x)) = 0 oraz ord(~y(x) � y(x)) >k. Prowadzi to do sprzeczno�sci z za lo_zeniem, bo na mocy Lematu 2.1 K0(f) �ord(~y(x)� y(x)).
Za l�o_zmy teraz, _ze f(x; y) jest wielomianem stopnia d > 1 wzgl ,edem zespo luzmiennych (x; y). Je_zeli f = f1 � � � fmg w C[x; y] gdzie wielomiany fi s ,a nieroz-k ladalne dla i = 1; : : : ;m, f1(0) = : : : = fm(0) = 0 oraz g(0) 6= 0 to m�owimy, _zekrzywa a�niczna f = 0 ma m sk ladowych nierozk ladalnych przechodz ,acych przez 0.Krzywa a�niczna f = 0 jest zredukowana gdy wielomian f nie ma czynnik�owwielokrotnych w C[x; y].

Lemat 2.7 Niech f(x; y) = 0 b ,edzie krzyw ,a a�niczn ,a zredukowan ,a stopnia d > 1kt�orej m sk ladowych nierozk ladalnych przechodzi przez 0. W�owczas �0(f) � (d �1)(d� 2) + m� 1.
Dow�od. Por. [3], Proposition 6.3
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3 Rozwi ,azania klasy Ck r�owna�n analitycznych
Udowodnimy nast ,epuj ,ace
Twierdzenie 3.1 Niech f = f(x; y) 2 Rfx; yg b ,edzie szeregiem niezerowym bezczynnik�ow wielokrotnych i niech �, �(0) = 0 b ,edzie funkcj ,a ci ,ag l ,a w otoczeniu0 2 R tak ,a, _ze f(x; �(x)) = 0 dla x 2 R bliskich 0. Je_zeli � 2 Ck gdzie 2k ��0(f)� (ord f � 1)2 + 2, to � jest funkcj ,a analityczn ,a w otoczeniu 0 2 R.

W dowodzie powy_zszego twierdzenia wykorzystamy nast ,epuj ,acy
Lemat 3.2 Niech f = f(x; y) 2 Rfx; yg b ,edzie niezerowym szeregiem i niech�, �(0) = 0 b ,edzie funkcj ,a ci ,ag l ,a na prawo od 0 2 R tzn. w pewnym przedziale[0; �), � > 0. Wtedy istnieje rzeczywisty szereg Puiseux y(x1=n) 2 Rfxg� taki, _ze�(x) = y(x1=n) na prawo od zera. Je_zeli � 2 Ck i T k0 � jest k-tym wielomianemTaylora funkcji � to ord(y(x1=n)� T k0 �(x)) > k.

Dow�od. Z twierdzenia o lokalnym opisie krzywej analitycznej rzeczywistej(por. [6]) wynika, _ze kie lek zbioru opisanego r�ownaniem f(x; y) = 0 i nier�owno�sci ,ax > 0 w punkcie 0 2 R2 ma sko�nczon ,a liczb ,e sk ladowych sp�ojnych z kt�orych ka_zdama parametryzacj ,e postaci x = tn, y = y(t) gdzie y(t) 2 Rftg. Dla dostateczniema lego � > 0 wykres funkcji � nad przedzia lem (0; �) jako podzb�or sp�ojny zbioruf(x; y) = 0, 0 < x < � jest identyczny z jak ,a�s jego sk ladow ,a sp�ojn ,a. Cz ,e�s�c drugalematu wynika z obserwacji, _ze je�sli funkcja x ! y(x1=n) jest klasy Ck to szeregPuiseux y(x1=n) jest k-regularny.
Mo_zemy teraz poda�cDow�od twierdzenia 3.1. Za l�o_zmy najpierw, _ze ord f(0; y) = ord f . Namocy lematu 3.2 istnieje szereg Puiseux y(x1=n) 2 Rfxg� taki, _ze �(x) = y(x1=n)na prawo od zera. St ,ad  latwo wynika, _ze f(x; y(x1=n)) = 0. Ponadto szereg y(x1=n)jest k-regularny i jak wynika z lematu 2.5 2k � �0(f)� (ord f � 1)2 + 2 � 2K0(f).Skoro k � K0(f) to y(x1=n)) = Y (x) 2 Rfxg.Stosuj ,ac lemat 3.2 do szeregu f(�x; y) i funkcji x ! �(�x) na prawo od zerapodobnie jak wy_zej stwierdzamy istnienie szeregu Y1(x) 2 Rfxg takiego, _ze �(x) =Y1(x) na lewo od zera. Szeregi Y (x), Y1(x) s ,a rozwi ,azaniami r�ownania f(x; y) = 0i ord(Y (x) � Y1(x)) > k � K0(f) bo oba szeregi maj ,a identyczy k-ty wielomianTaylora. St ,ad Y (x) = Y1(x) a wi ,ec funkcja � jest analityczna.
Dla zako�nczenia dowodu wystarczy zauwa_zy�c, _ze stosuj ,ac zamian ,e zmiennychx = x1 + cy1, y = y1 dla generycznych c 2 R otrzymujemy szereg f1(x1; y1) =f(x1 + cy1; y1) spe lniaj ,acy warunek ord f1(0; y1) = ord f1. Wykres funkcji � wnowych wsp�o lrz ,ednych ma r�ownanie y1 = �(x1 + cy1) kt�ore dla generycznych cspe lnia warunki twierdzenia o funkcji uwik lanej i wyznacza funkcj ,e �1 o wykresiey1 = �1(x1) w pobli_zu 0. Funkcje �, �1 s ,a jednocze�snie klasy Ck (k � 1) i zanalityczno�sci �1 wynika analityczno�s�c �.Na mocy udowodnionego ju_z przypadku gdy 2k � �0(f) � (ord f � 1)2 + 2 =�0(f1)� (ord f1 � 1)2 + 2 to funkcja �1 jest analityczna a wi ,ec tak_ze funkcja �.
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Mo_zemy teraz poda�cDow�od twierdzenia 1.1. Za l�o_zmy, _ze f = f(x; y) 2 R[x; y] jest wielomianembez czynnik�ow wielokrotnych stopnia d > 1. Ze wzgl ,edu na lokalny charaktertwierdzenia wystarczy sprawdzi�c, _ze je�sli funkcja � ci ,ag la w otoczeniu 0, �(0) = 0spe lnia warunek f(x; �(x)) = 0 i jest klasy Ck gdzie k � 12 (d� 1)(d� 2) + 1 to jestanalityczna w zerze.Niech m b ,edzie liczb ,a zespolonych sk ladowych nierozk ladalnych przechodz ,acychprzez 0 2 C2 krzywej a�nicznej f(x; y) = 0. Oczywi�scie m � ord f a wi ,ec na mocylematu 2.7 �0(f) � (ord f � 1)2 + 2 � (d � 1)(d � 2) + m � 1 � (m � 1)2 + 2 �(d� 1)(d� 2) + 2 a st ,ad 2k � �0(f) � (ord f � 1)2 + 2. Na mocy twierdzenia 3.1stwierdzamy, _ze � jest analityczna w zerze.
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On the solutions of analytic equations

Summary. Let � be a continuous function of one real variable with a graphcontained in the algebraic curve of degree d. We prove that if � has all derivativesup to order 12 (d� 1)(d� 2) + 1 then � is analytic. This is an improvement of AliAbdulkarim El-Siblani's result.
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