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1993  Lódź str. 31

TWIERDZENIE MOHA

T. Krasiński ( Lódź)

1. Wstȩp

Niech f ∈ C[X,Y ], f ̸= const. Oznaczmy przez C := V (f) zbiór zer f w
C2 i przez C̄ jego domkniȩcie w przestrzeni rzutowej zespolonej dwuwymia-
rowej P2. Niech H∞ bȩdzie prosta̧ w nieskończoności przestrzeni P2. Zbiór
C̄ ∩ H∞ jest skończony i niepusty. Jego elementy nazywamy punktami
f w nieskończoności . Zbiór C̄ jest podzbiorem algebraicznym (a wiȩc i
analitycznym) przestrzeni P2 równym zbiorowi zer w P2 ujednorodnienia
f⋆(X,Y, Z) := Znf(X/Z, Y/Z), n = deg f , wielomianu f . Nierozk ladalne
kie lki analityczne zbioru C̄ w punktach f w nieskończoności nazywamy
ga lȩziami f w nieskończoności i ich ilość oznaczamy przez r(f). Analitycznie
ga lȩzie te wyznaczamy w nastȩpuja̧cy sposób: niech P bȩdzie punktem f w
nieskończoności i niech U bȩdzie taka̧ kanoniczna̧ czȩścia̧ afiniczna̧ P2, że
P ∈ U . Wielomian f⋆ wyznacza w sposób kanoniczny funkcjȩ holomorficzna̧
fU w U . Niech (fU )P = ξl11 · · · ξlmm bȩdzie rozk ladem kie lka (fU )P na nieprzy-
wiedlne i niestowarzyszone czynniki w pierścieniu kie lków funkcji holomor-
ficznych OP w punkcie P . Wówczas kie lki V (ξ1), . . . , V (ξm) sa̧ ga lȩziami
f w nieskończoności w punkcie P . Dodatkowo liczby l1, . . . , lm nazywamy
krotnościami tych ga lȩzi. Można pokazać ([K1], Stw. 6.1), że krotności
wszystkich ga lȩzi f w nieskończoności sa̧ równe 1 wtedy i tylko wtedy,
gdy wielomian f jest zredukowany w C[X,Y ], tzn. nie jest podzielny przez
kwadrat żadnego wielomianu stopnia dodatniego.
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Rozważmy teraz pȩk wielomianów fλ := f − λ, λ ∈ C. Poza skończona̧
ilościa̧ wartości parametru λ liczba ga lȩzi r(fλ) jest funkcja̧ sta la̧ od λ ([K1]
Tw. 10.2, [K2] Tw. 1). W punktach λ, w których r(fλ) ma wartość różna̧
od ”generycznie sta lej”, funkcja r(fλ) nie ma żadnej w lasności pó lcia̧g lości.
Pokazuja̧ to nastȩpuja̧ce przyk lady:

Przyk lad 1. Niech f(X,Y ) := XY 2 + Y . Dla każdego λ ∈ C, punktami fλ
w nieskończoności, we wspó lrzȩdnych jednorodnych (x : y : z) przestrzeni
P2 sa̧ punkty P1 = (1 : 0 : 0) i P2 = (0 : 1 : 0). Ponieważ f⋆

λ(X,Y, Z) =
XY 2+Y Z2−λZ3, wiȩc należy zbadać rozk lad kie lków (y2+yz2−λz3)(0,0) i (x+

z2 − λz3)(0,0) na czynniki nieprzywiedlne w O(0,0) w zależności od parametru
λ. Ponieważ rozważane kie lki sa̧ kie lkami wielomianów wyróżnionych Weier-
strassa, a rozk ladalność tych ostatnich jest równoważna ich rozk ladowi na
kie lki również wielomianów wyróżnionych Weierstrassa, wiȩc  latwo wykazu-
jemy, że pierwszy kie lek rozk lada siȩ na dwa czynniki nieprzywiedlne dla
λ = 0 i jest nieprzywiedlny dla λ ̸= 0, zaś drugi kie lek jest nieprzywiedlny
dla każdego λ ∈ C. Sta̧d

r(fλ) =

{
2 dla λ ̸= 0

3 dla λ = 0.

Przyk lad 2. Niech f(X,Y ) := Y − (XY −1)2. Punktami f w nieskończoności
sa̧ również punkty P1 = (1 : 0 : 0) i P2 = (0 : 1 : 0). Po ujednorodnieniu
fλ otrzymamy, że należy zbadać rozk lad kie lków (yz3 − (y − z2)2 − λz4)(0,0) i
(z3 − (x− z2)2 −λz4)(0,0) na czynniki nieprzywiedlne w O(0,0) w zależności od
parametru λ. Stosuja̧c metodȩ z Przyk ladu 1, nietrudno wykazujemy, że

r(fλ) =

{
3 dla λ ̸= 0

2 dla λ = 0.

Zatem zaskakuja̧cym jest fakt, że funkcja r(fλ) jest sta la, gdy r(fλ0) = 1
dla przynajmniej jednej wartości λ0, tzn. zachodzi

Twierdzenie Moha ([M]). . Jeśli f ∈ C[X,Y ], f ̸= const., f jest zredukowany
w C[X,Y ] i r(f) = 1, to r(fλ) = 1 dla każdego λ ∈ C.

Celem artyku lu jest przedstawienie dowodu twierdzenia Moha wed lug idei
dowodu Abhyankara [A], Cor. 11.16, w oparciu o w lasności pierwiastków
aproksymatywnych, podanych w artykule A. P loskiego [P2].

Warto również zauważyć, że twierdzenie Moha nie jest prawdziwe, gdy
parametr λ w pȩku fλ nie jest wyrazem wolnym, gdyż dla

fλ(X,Y ) := Y 2 + Y + λX,

r(fλ) =

{
1 dla λ ̸= 0

2 dla λ = 0.
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2. Lematy pomocnicze

Niech C{x} oznacza pierścień szeregów zbieżnych jednej zmiennej. Niech
f ∈ (C{x})[Y ] bȩdzie wielomianem o wspó lczynnikach w pierścieniu C{x}
nierozk ladalnym, monicznym, wyróżnionym rzȩdu n ≥ 1, tzn.

(1) f(x, Y ) = Y n + a1(x)Y n−1 + · · · + an(x),

ai ∈ C{x}, ord ai ≥ i, i = 1, . . . , n.

Za lożenie o nierozk ladalności implikuje, na mocy twierdzenia Newtona–
Puiseux, że istnieje szereg φ ∈ C{t}, φ(t) = c1t

n1 + c2t
n2 + · · · , n ≤ n1 <

n2 < · · · , ci ̸= 0, NWP (n, n1, n2, . . . ) = 1 taki, że

f(tn, Y ) =
∏
εn=1

(Y − φ(εt)).

Niech b0, . . . , bh bȩdzie charakterystyka̧ szeregu f(x, y). Przyjmijmy Bi :=
NWP (b0, . . . , bi), i = 0, . . . , h (zob. [P2]). Cia̧gi (b0, . . . , bh), (B0, . . . , Bh)
nazywamy również cia̧gami charakterystycznymi f . Zauważmy, że cia̧g
(b0, . . . , bh) jest podcia̧giem skończonym cia̧gu (n, n1, n2, . . . ) oraz że b0 =
B0 > · · · > Bh = 1.

Można pokazać, że prawdziwy jest nastȩpuja̧cy wzór (zob. dowód Tw.
5.2 w [P1]).

Lemat 1. ord
∏

εn=1
ε ̸=1

(φ(t) − φ(εt)) =
∑h

i=1 bi(Bi−1 −Bi).

Lemat 2. Jeśli f ∈ C[X,Y ], f ̸= const., jest zredukowany w C[X,Y ] i ma jedna̧
ga la̧ź w nieskończoności, to dla dowolnego g ∈ C[X,Y ] mamy g|V (f) = const.
lub V (f) ∩ V (g) ̸= ∅.

Dowód. Z za lożeń wynika, że f jest nieprzywiedlny w C[X,Y ]. Istotnie,
gdyby f by l przywiedlny, to f = f1 f2, deg f1 > 0 i deg f2 > 0. Ponieważ f jest
zredukowany w C[X,Y ], wiȩc f1 i f2 by lyby wzglȩdnie pierwsze w C[X,Y ].
Zatem na mocy znanego twierdzenia (zob. np. [F], Prop. 2, Ch. 1), zbiór
V (f1)∩V (f2) by lby skończony. Z drugiej strony, ponieważ f ma jedna̧ ga la̧ź w
nieskończoności, wiȩc f1 i f2 mia lyby wspólna̧ ga la̧ź w nieskończoności. Sta̧d
zbiór V (f1) ∩ V (f2) by lby nieskończony, co sprzeczne z powyższym. Zatem
f jest nieprzywiedlny w C[X,Y ]. Sta̧d zbiór algebraiczny V (f) jest również
nieprzywiedlny.

Weźmy teraz dowolne g ∈ C[X,Y ]. Za lóżmy, że g|V (f) ̸= const. Z nieprzy-
wiedlności V (f) wynika, na mocy wspomnianego wyżej twierdzenia, że g|V (f)
nie jest sta le w żadnym otoczeniu każdego punktu P ∈ V (f).

Pokażemy teraz, że g|V (f) jest odwzorowaniem otwartym i domkniȩtym:
1. otwartość g|V (f). Dla dowolnego P ∈ V (f) istnieja̧ lokalne holomor-

ficzne parametryzacje kie lków nieprzywiedlnych zbioru V (f) w punkcie P
([ L], Tw. Puiseux, II.6.2).Z lożenia tych paramteryzacji z g sa̧ funkcjami
holomorficznymi i niesta lymi, a wiȩc odwzorowaniami otwartymi. Sta̧d
 latwo wynika otwartość g|V (f).

2. domkniȩtość g|V (f). Wystarczy pokazać, że g|V (f) jest odwzorowaniem
w laściwym, gdyż każde odwzorowanie w laściwe jest domkniȩte. Weźmy
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holomorficzna̧ parametryzacjȩ Φ : {t ∈ C : |t| > R} → U jedynej ga lȩzi f w
nieskończoności w otoczeniu nieskończoności U w C2 (zob. [CK]). Wówczas
z lożenie g ◦ Φ jest niesta lym szeregiem Laurenta o środku w ∞ ∈ C̄ postaci
g ◦ Φ(t) = cpt

p + cp−1t
p−1 + . . . , ap ̸= 0, p ∈ Z. Ponieważ V (f) jest zbiorem

algebraicznym nieprzywiedlnym, wiȩc na V (f) obowia̧zuje zasada Liouville’a
([C], §13, Tw. 2), tzn. każda funkcja holomorficzna i ograniczona jest sta la.
Zatem dla z lożenia g ◦ Φ mamy p > 0. Sta̧d nietrudno dostajemy, że g|V (f)
jest w laściwe.

Ponieważ g|V (f) jest otwarte i domkniȩte, wiȩc g|V (f)) = C. Sta̧d V (f) ∩
V (g) ̸= ∅.

Wniosek. Przy za lożeniach Lematu 2, jeśli dodatkowo g ̸= const. i deg g <
deg f , to V (f) ∩ V (g) ̸= ∅.

Dowód. Na mocy lematu wystarczy pokazać, że g|V (f) ̸= const. Przypuśćmy,
że jest przeciwnie, tzn. g|V (f) = c, c ∈ C. Wtedy g − c zeruje siȩ na V (f).
Na mocy twierdzenia Hilberta o zerach, g − c należy do radyka lu Rad((f))
idea lu (f) ⊂ C[X,Y ]. Ponieważ f jest zredukowany, wiȩc Rad((f)) = (f).
Sta̧d g − c ∈ (f), a to oznacza, że f dzieli g − c w C[X,Y ], co niemożliwe na
mocy za lożenia, że deg g < deg f .

3. Kryterium nierozk ladalności

Niech f ∈ (C{x})[Y ] bȩdzie nierozk ladalny i ma postać (1). Niech f(tn, Y ) =∏
εn=1(Y − φ(εt)), φ ∈ C{t}, oraz (b0, . . . , bh), (B0, . . . , Bh) bȩda̧ cia̧gami

charakterystycznymi f .

Twierdzenie (kryterium nierozk ladalności, [A], Th. 12.4). Niech g ∈ (C{x})[Y ]
bȩdzie wielomianem monicznym, wyróżnionym rzȩdu n (tzn. ma postać ana-
logiczna̧ do (1)). Jeśli

(2) ord g(tn, φ(t)) >
h∑

i=1

bi(Bi−1 −Bi) + bh,

to g jest nierozk ladalny.

Dowód. Oznaczmy prawa̧ stronȩ nierówności (2) przez B. Z twierdzenia
Newtona–Puiseux wynika, że istnieje N > 0 oraz szeregi β1, . . . , βn ∈ C{t}
takie, że g(tN , Y ) =

∏n
i=1(Y − βi(t)). Zwiȩkszaja̧c N możemy za lożyć, że

N = nk, k ∈ N. Wtedy

ord
n∏

i=1

(φ(tk) − βi(t)) = ord g(tN , φ(tk)) = ord g((tk)n, φ(tk))

= k ord g(tn, φ(t)) > kB.

Ponieważ ord g(tn, φ(t)) = ord g(tn, φ(εt)) dla każdego ε, εn = 1, wiȩc otrzy-
mujemy

ord
n∏

i=1

(φ(εtk) − βi(t)) > kB dla każdego ε, εn = 1.
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Dodaja̧c te nierówności stronami otrzymamy kolejno

ord
( n∏
i=1

∏
εn=1

(φ(εtk) − βi(t)
)
> nkB,

n∑
i=1

ord
( ∏
εn=1

(βi(t) − φ(εtk)
)
> nkB.

Zatem istnieje i0 ∈ {1, . . . , n}, że

(3) ord
( ∏
εn=1

(βi0(t) − φ(εtk)
)
> kB.

Twierdzimy, że wówczas istnieje ε0, εn0 = 1 takie, że

(4) ord(βi0(t) − φ(ε0t
k)) > kbh.

Rzeczywíscie, gdyby by lo przeciwnie, to przyjmuja̧c s = maxε ord(βi0(t) −
φ(εtk)) mielibyśmy s ≤ kbh. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, że s = ord(βi0(t)−
φ(tk)). Sta̧d mielibyśmy dla dowolnego ε, εn = 1, ε ̸= 1

ord(φ(tk) − φ(εtk)) = ord(φ(tk) − βi0(t) + βi0(t) − φ(εtk))

≥ min(ord(φ(tk) − (βi0(t)), ord(βi0(t) − φ(εtk)) = ord(βi0(t) − φ(εtk))

Sta̧d i z Lematu 1

ord
∏
εn=1

(βi0(t) − φ(εtk)) = ord(βi0(t) − φ(tk)) + ord
∏
εn=1
ε ̸=1

(βi0(t) − φ(εtk))

= s +
∑
εn=1
ε̸=1

ord(βi0(t) − φ(εtk)) ≤ kbh +
∑
εn=1
ε̸=1

ord(φ(tk) − φ(εtk))

= kbh + ord
∏
εn=1
ε̸=1

ord(φ(tk) − φ(εtk)) = k(bh + ord
∏
εn=1
ε ̸=1

ord(φ(t) − φ(εt)))

= k(bh +

h∑
i=1

bi(Bi−1 −Bi)) = kB,

co sprzeczne z (3). Zatem istnieje ε0, εn0 = 1 takie, że zachodzi (4). Ponieważ
od pocza̧tku rozważań możemy zasta̧pić szereg φ(t) przez φ(ε0t), wiȩc bȩdzie-
my w dalszym cia̧gu zak ladać, że ε0 = 1.

Roz lóżmy teraz g w (C{x}[Y ] na czynniki nierozk ladalne wyróżnione i
moniczne, g = g1 · · · gp. Wówczas szereg βi0 wystȩpuje w rozk ladzie Newtona–
Puiseux jednego z tych czynników. Dok ladniej, istnieje j0 ∈ {1, . . . , p} takie,
że w rozk ladzie Newtona–Puiseux gj0(tq, Y ) =

∏
ηq=1(Y − γ(ηt)), γ ∈ C{t},

czynnika gj0(x, Y ) := Y q + ã1(x)Y q−1 + · · ·+ ãq(x), 1 ≤ q ≤ n, ord ãi ≥ i, mamy
βj0(t) = γ(ηot

r), gdzie qr = N i η0 jest pewnym pierwiastkiem q-tego stopnia
z 1. Podobnie jak powyżej, zastȩpuja̧c w rozk ladzie gj0 szereg γ(t) przez
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γ(η0t), możemy za lożyć, że η0 = 1. Zatem z (4) uwzglȩdniaja̧c, że ε0 = 1,
mamy

ord(γ(tr) − φ(tk)) > kbh.

Sta̧d, przyjmuja̧c że φ(t) := cn1t
n1 + cn2t

n2 + · · · i γ(t) := dq1t
q1 + dq2t

q2 + · · · ,
otrzymujemy

cn1 = dq1 , . . . , cbh = dbh ,

kn1 = rq1, . . . , kbh = rbh.

Ponieważ NWP (n, n1, . . . , bh) = 1, wiȩc k = NWP (kn, kn1, . . . , kbh) =
NWP (rq, rq1, . . . , rbh) = r NWP (q, q1, . . . , bh). Sta̧d r|k. Ponieważ rq = kn,
wiȩc q = vn, v ∈ N. Jak zauważylísmy poprzednio, q ≤ n. Zatem q = n.
Oznacza to, że stopień czynnika gj0 ze wzglȩdu na Y jest równy n. Zatem
g = gj0 , czyli g jest elementem nierozk ladalnym.

4. Dowód twierdzenia Moha

Niech bȩda̧ spe lnione za lożenia twierdzenia Moha. Ponieważ f ma jedna̧
ga la̧ź w nieskończoności, wiȩc ma tylko jeden punkt w nieskończoności.
Stosuja̧c liniowa̧ zmianȩ wspó lrzȩdnych w C2 bȩdziemy zak ladać, że we
wspó lrzȩdnych jednorodnych (x : y : z) przestrzeni P2 jest to punkt P = (1 :
0 : 0). Nie zmienia to ilości ga lȩzi wielomianu w nieskończoności, gdyż każde
nieosobliwe przekszta lcenie liniowe L(x, y) = (L1(x, y), L2(x, y)) przestrzeni C2

przed luża siȩ do biholomorfizmu L⋆((x : y : z)) := (L⋆
1(x : y : z) : (L⋆

2(x : y :
z) : z) przestrzeni P2 przekszta lcaja̧cego prosta̧ w nieskończoności H∞ na
siebie. Ponadto bȩdziemy zak ladać, że n := deg f > 1, gdyż dla n = 1 teza
jest oczywista. Zatem f ma postać

f(X,Y ) = Y n + a1(X)Y n−1 + · · · + an(X),

n > 1, ai ∈ C[X], deg ai < i, i = 1, . . . , n,

Wynika sta̧d, że każdy element pȩku fλ = f −λ, λ ∈ C ma również dok ladnie
jeden punkt w nieskończoności i to równy P . Ujednorodnienie fλ ma postać
f⋆
λ(X,Y, Z) = Y n + Za1(X/Z)Y n−1 + · · · + Znan(X/Z) − λZn. Zatem w mapie

czȩści afinicznej U = {(x : y : z) ∈ P2 : x ̸= 0}, f⋆
λ wyznacza pȩk wielomianów

gλ(Z, Y ) := f⋆
λ(1, Y, Z) = Y n + Za1(1/Z)Y n−1 + · · · + Znan(1/Z) − λZn.

Za lożenie, że f ma jedna̧ ga la̧ź w nieskończoności oznacza, że kie lek (g0)(0,0) ∈
O(0,0) jest nierozk ladalny. Z postaci f wynika, że (g0)(0,0) jest kie lkiem
wyróżnionym wzglȩdem zmiennej y w O(0,0). Zatem na mocy znanej w lasności
kie lków wyróżnionych ([ L], I, §2, 2b), g0 rozważany jako element (C{z})[Y ]
jest w tym pierścieniu nierozk ladalny. Analogicznie, nierozk ladalność gλ
w pierścieniu (C{z})[Y ] jest równoważna temu, że fλ ma jedna̧ ga la̧ź w
nieskończoności. Zatem wystarczy pokazać, że gλ ∈ (C{z})[Y ] sa̧ nierozk la-
dalne dla każdego λ ̸= 0.

Z twierdzenia Newtona–Puiseux wynika, że istnieje szereg φ ∈ C{t} taki,
że g0(tn, Y ) =

∏
εn=1(Y −φ(εt)) w (C{t})[Y ]. Zatem g0(tn, φ(t)) ≡ 0 i dla λ ̸= 0

mamy

(5) ord gλ(tn, φ(t)) = ord(g0(tn, φ(t)) − λtn
2

) = ord(−λtn
2

) = n2.
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Niech (b0, . . . , bh) i (B0, . . . , Bh) bȩda̧ cia̧gami charakterystycznymi g0. Po-
nieważ n > 1, wiȩc h > 0 (gdyż w przeciwnym przypadku by loby n = b0 =
B0 = Bh = 1). Zatem Bh−1 > 1.

Rozważmy pierwiastek aproksymatywny Bh−1
√
g0 wielomianu g0 rozważa-

nego jako element (C[Z])[Y ] (zob. [P2]). Jest to wielomian moniczny w
(C[Z])[Y ] stopnia n/Bh−1 wzglȩdem zmiennych Z, Y ([P2], Wniosek 1.3). Po
przej́sciu do wyj́sciowej czȩści afinicznej (zmiennych X,Y ) przestrzeni P2

otrzymamy z wielomianu Bh−1
√
g0 wielomian

h(X,Y ) := Xn/Bh−1 Bh−1
√
g0(1/X, Y/X)

stopnia n/Bh−1. Ponieważ Bh−1 > 1, wiȩc deg h = n/Bh−1 < n = deg f .
Zatem na mocy Wniosku z Lematu 2 wielomiany h i f maja̧ przynajmniej
jedno wspólne zero w C2. Sta̧d, na mocy twierdzenia Bezouta dla krotności
(g0,

Bh−1
√
g0)P w punkcie P mamy ostra̧ nierówność

(6) (g0,
Bh−1

√
g0)P < deg g0 deg Bh−1

√
g0 = n2/Bh−1.

Z drugiej strony, na mocy podstawowego twierdzenia o pierwiastkach apro-
ksymatywnych ([P2])

(g0,
Bh−1

√
g0)P =

1

Bh−1

h−1∑
i=1

bi(Bi−1 −Bi) + bh.

Sta̧d i z (6) po  latwych przekszta lceniach otrzymujemy

n2 >
h∑

i=1

bi(Bi−1 −Bi) + bh.

Zatem z równości (5) mamy dla każdego λ ̸= 0

ord gλ(tn, φ(t)) >

h∑
i=1

bi(Bi−1 −Bi) + bh.

Na mocy kryterium nierozk ladalności gλ sa̧ nierozk ladalne w (C{z})[Y ], co
mielísmy pokazać.
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Moh Theorem

Summary. Let f ∈ C[X,Y ], f ̸= const.. In the paper a proof (after S.S.
Abhyankar) of the following Moh theorem is given: if f is reduced and has
one branch at infinity, then each element of the pencil f − λ, λ ∈ C, has also
one branch at infinity.
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