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ROZDMUCHANIA A PUNKTY BIFURKACYJNE I.
TWIERDZENIE ZARISKIEGO

O EQUISINGULARNOŚCI

T. Krasiński ( Lódź)

Wste
‘
p

W marcu 1993 roku ukaza l sie
‘
preprint Lê Dung Tranga i Claude’a Webera

[LW], w którym podany by l dowód hipotezy jakobianowej Kellera. Później
autorzy przyznali, że w dowodzie tym jest pewna luka, której do tej pory
nie uda lo im sie

‘
usuna

‘
ć. Jednak w cytowanej pracy podana jest interesuja

‘
ca

charakteryzacja punktów bifurkacyjnych wielomianu f(x, y) dwóch zmien-
nych tzn. tych wartości f w otoczeniu których f nie jest trywialna

‘
wia

‘
zka

‘klasy C∞ (zob. [K1], [K2]). Mianowicie, jeśli f∗(x, y, z) jest ujednorodnie-
niem f , odwzorowanie π : M → P2 – wielokrotnym rozdmuchaniem P2 nad
punktami f w nieskończoności takim, że dla funkcji wymiernej f∗/zdeg f :
P2 → P1 ∼= C∪ {∞} z lożenie F := (f∗/zdeg f ) ◦ π jest regularne na M oraz E –
dywizorem wyja

‘
tkowym π, to punktami bifurkacyjnymi f sa

‘
:

1. wartości krytyczne f ,
2. wartości krytyczne, różne od ∞, odwzorowań F |Ei, gdzie Ei sa

‘
sk lado-

wymi E (w szczególności takie wartości α, że F | Ei ≡ α).
Celem tej pracy, sk ladaja

‘
cej sie

‘
z dwóch cze

‘
ści, jest podanie pe lnego,
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analitycznego dowodu tego twierdzenia.
Kluczowym faktem, potrzebnym w dowodzie, jest twierdzenie Zariskiego

o equisingularności dla krzywych. Oryginalny dowód Zariskiego w [Z] jest
algebraiczny. Opieraja

‘
c sie

‘
na pewnych w lasnościach standardowego roz-

wia
‘
zania osobliwości krzywych, opisanych dok ladnie i elementarnie w [BK],

Ch.8.4, str.455-535, podajemy w §7 analityczny dowód tego twierdzenia w
I cze

‘
ści pracy. Twierdzenie to poprzedzamy podstawowymi w lasnościami

rozdmuchań (§§1-6)(inne podej́scie do teorii rozdmuchań można znaleźć w
[P1], [ L1]).

Druga cze
‘
ść pracy be

‘
dzie poświe

‘
cona punktom bifurkacyjnym i wspom-

nianej powyżej charakteryzacji tych punktów.
Na zakończenie chcia lbym serdecznie podzie

‘
kować drowi Stanis lawowi

Spodziei za cenne uwagi i wskazówki oraz drowi Andrzejowi Miodkowi za
wykonanie rysunków.

0. Wiadomości wste
‘
pne

Najpierw ustalimy definicje poje
‘
ć, najcze

‘
ściej wyste

‘
puja

‘
cych w pracy.

Wszystkie pozosta le definicje i w lasności przyjmowane sa
‘
wed lug monografii

S.  Lojasiewicza [ L2].
Jeśli f ̸= 0 jest funkcja

‘
holomorficzna

‘
w otoczeniu punktu a ∈ Cn, f(z) =∑∞

m=ν fn(z − a) jest jej rozwinie
‘
ciem w szereg wielomianów jednorodnych i

fν ̸= 0, to ν nazywamy rze
‘
dem f w a i oznaczamy orda f . Gdy a = 0, to

piszemy ord f . Kie lek funkcji f w a oznaczamy przez f̂ .
W dalszym cia

‘
gu przez s lowo rozmaitość be

‘
dziemy rozumieli rozmaitość

zespolona
‘

dwuwymiarowa
‘
. Niech M be

‘
dzie rozmaitościa

‘
. Krzywa

‘
w M

nazywamy dowolny podzbiór analityczny M sta lego wymiaru 1. Jeśli V ⊂M
jest krzywa

‘
i a ∈ V , to krotnościa

‘
V w a nazywamy rza

‘
d w a funkcji f

opisuja
‘
cej kie lek V w a tzn. funkcji f holomorficznej w otoczeniu a takiej,

że dla kie lka V krzywej V w a mamy V = V (f̂) oraz f̂ nie ma czynników
wielokrotnych w Oa(M)). Wówczas idea l I(V) ⊂ Oa(M) kie lków funkcji
holomorficznych zeruja

‘
cych sie

‘
na V jest równy idea lowi (f̂). Krotność V w

a oznaczamy przez ma(V ).
Jeśli f jest funkcja

‘
opisuja

‘
ca

‘
kie lek krzywej V o środku w 0 ∈ C2, to

krotność µ0(∂f
∂x ,

∂f
∂y ) odwzorowania (∂f

∂x ,
∂f
∂y ) w punkcie 0 nazywamy liczba

‘
Milnora V i oznaczamy µ(V) lub µ(f) ([P1], [P3]).

Mówimy, że krzywe V1 i V2 w M przecinaja
‘
sie

‘
transwersalnie w punkcie

a ∈ M , gdy a /∈ V1 ∩ V2 lub a ∈ V1 ∩ V2, a jest regularnym punktem V1 i
V2 oraz V1 i V2 nie maja

‘
w a wspólnej stycznej. Krzywe te przecinaja

‘
sie

‘transwersalnie w M , gdy przecinaja
‘

sie
‘

transwersalnie w każdym punkcie
M .

Dla dowolnego odwzorowania F : X × Y → Z, gdzie X,Y, Z sa
‘
dowolnymi

zbiorami, oraz x0 ∈ X przez F x0 oznaczamy odwzorowanie Y ∋ y 7→ F (x0, y) ∈
Z.
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1. Kanoniczne rozdmuchanie

Przestrzeń rzutowa
‘
jednowymiarowa

‘
be

‘
dziemy oznaczać przez P i utożsa-

miać ze zbiorem prostych l ⊂ C2 takich, że 0 ∈ l.
Rozważmy zbiór B := {(z, l) ∈ C2 × P : z ∈ l} i rzutowanie π : B → C2,

π(z, l) := z.  Latwo sprawdzamy naste
‘
puja

‘
ce w lasności B i π:

(1.1) B jest podrozmaitościa
‘
zespolona

‘
C2 × P,

(1.2) π−1(0) = {0} × P jest podrozmaitościa
‘
zespolona

‘
B,

(1.3) π jest odwzorowaniem holomorficznym w laściwym,
(1.4) π |B\π−1(0): B \ π−1(0) → C2 \ {0} jest biholomorfizmem.

Powyższe odwzorowanie π nazywamy rozdmuchaniem kanonicznym w
punkcie 0 ∈ C2 (inne spotykane w literaturze nazwy, to σ-proces, przek-
szta lcenie monoidalne, przekszta lcenie kwadratowe), zaś zbiór E := π−1(0)
dywizorem wyja

‘
tkowym rozdmuchania π.

Określimy teraz mapy na B, w których rzutowanie π ma szczególnie prosta
‘postać. Definiujemy dwa zbiory otwarte B0, B1 w B, B0 ∪B1 = B

Bi := {((x, y), (l0 : l1)) ∈ B : li ̸= 0}, i = 0, 1

i biholomorfizmy ψi : Bi → C2, i = 0, 1

ψ0((x, y), (l0 : l1)) := (l1/l0, x),

ψ1((x, y), (l0 : l1)) := (l0/l1, y).

Oznaczmy przez (ui, vi) wspó lrze
‘
dne w przeciwdziedzinie C2 mapy ψi. Wów-

czas odwzorowania odwrotne ψ−1
i zadane sa

‘
wzorami

ψ−1
0 (u0, v0) = ((v0, u0v0), (1 : u0)),

ψ−1
1 (u1, v1) = ((u1v1, v1), (u1 : 1)),
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zaś odwzorowania przej́scia mie
‘
dzy mapami ψ1 ◦ ψ−1

0 i ψ0 ◦ ψ−1
1 wzorami

u1 = 1/u0, v1 = u0v0, (u0, v0) ∈ C2 \ {u0 = 0}
u0 = 1/u1, v0 = u1v1, (u1, v1) ∈ C2 \ {u1 = 0}

W mapach tych obraz dywizora wyja
‘
tkowego tzn. ψi(Bi ∩E) jest osia

‘
0u0 =

{(u0, v0) : v0 = 0} w mapie ψ0 i osia
‘

0u1 = {(u1, v1) : v1 = 0} w mapie ψ1.
Zauważmy ponadto, że w zbiorze B0 zawiera sie

‘
ca ly E z wyja

‘
tkiem jednego

punktu {((0, 0), (0 : 1))} i podobnie w B1 zawiera sie
‘

ca ly E z wyja
‘
tkiem

jednego punktu {((0, 0), (1 : 0))}.
Przyjmuja

‘
c πi := π ◦ψ−1

i , i = 0, 1 otrzymujemy, że rzutowanie π w mapach
ψi ma postać

π0(u0, v0) = (v0, u0v0)

π1(u1, v1) = (u1v1, v1)

Z postaci πi  latwo otrzymujemy naste
‘
puja

‘
ce w lasności rozdmuchania π:

(1.5) dla dowolnej prostej l ⊂ C2, 0 ∈ l, zbiór π−1(l) = E ∪ l̃, gdzie l̃ jest
podrozmaitościa

‘
w B maja

‘
ca

‘
dok ladnie jeden punkt wspólny z E (jest

to punkt (0, l) ∈ C2 × P),
(1.6) podrozmaitości E i l̃ nie maja

‘
wspólnej stycznej w punkcie wspólnym,

(1.7) π−1(l \ {0}) = l̃ \ E,
(1.8) π−1(l \ {0}) = l̃,
(1.9) dla dowolnych prostych l, l′, l ̸= l′, 0 ∈ l, 0 ∈ l′ mamy l̃ ∩ l̃′ = ∅.

Uwaga 1.10. Nietrudno zauważyć, że poje
‘
cie rozdmuchania w punkcie u-

ogólnia sie
‘

na przypadek przestrzeni n-wymiarowej Cn, n ≥ 3 ([ L1], [ L2]
Roz.VII, §5).

2. Rozdmuchania rozmaitości

Niech M be
‘
dzie rozmaitościa

‘
i a ∈M . Rozdmuchaniem M w a nazywamy

dowolne odwzorowanie holomorficzne π̃ : M̃ →M , gdzie M̃ jest rozmaitościa
‘
,

takie, że
1. π̃ |M̃\π̃−1(a): M̃ \ π̃−1(a) →M \ {a} jest biholomorfizmem,

2. istnieje otoczenie U punktu a i otoczenie Ω punktu 0 ∈ C2, że odwzo-
rowania π̃ |π̃−1(U) i obcie

‘
cie rozdmuchania kanonicznego π |π−1(Ω) sa

‘
biholo-

morficznie równoważne tzn. istnieja
‘

biholomorfizmy φ : U → Ω, φ(a) = 0 i
φ̃ : π̃−1(U) → π−1(Ω), że π ◦ φ̃ = φ ◦ π̃.

Wprost z tej definicji wynika, że rozdmuchanie w punkcie jest odwzoro-
waniem w laściwym oraz, że dywizor wyja

‘
tkowy rozdmuchania E := π̃−1(a)

jest biholomorficzny z P.
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Twierdzenie 2.1. ([ L1], §2). 1. Dla każdej rozmaitości M i dowolnego a ∈M
istnieje rozdmuchanie M w a.

2. Jeśli h : M → N jest biholomorfizmem rozmaitości, h(a) = b, π1 : M̃ →
M – rozdmuchaniem M w a, π2 : Ñ → N – rozdmuchaniem N w b, to istnieje
biholomorfizm h̃ : M̃ → Ñ takie, że h ◦ π1 = π2 ◦ h̃.

3. Przeciwobraz w laściwy krzywej

Niech π : M̃ → M be
‘
dzie rozdmuchaniem w punkcie a ∈ M i V krzywa

‘
w

M . Przeciwobrazem w laściwym krzywej V nazywamy zbiór
Ṽ := π−1(V \ {a}).  Latwo sprawdzamy, że zachodza

‘
równości

π−1(V \ {a}) = π−1(V ) \ E,

π−1(V ) = Ṽ ∪ E, gdy a ∈ V.

Gdy a /∈ V , to oczywíscie Ṽ jest krzywa
‘

w M̃ biholomorficzna
‘

z V . Zatem
be

‘
dziemy rozważać tylko takie krzywe V ⊂ M , że a ∈ V . Z twierdzenia

2.1 wynika, że wystarczy zbadać ten przypadek dla lokalnego, kanonicznego
rozdmuchania w 0 ∈ C2 tzn. rozdmuchania πU := π |π−1(U), gdzie U jest
pewnym otoczeniem 0 ∈ C2. Niech zatem V be

‘
dzie krzywa

‘
w otoczeniu U

punktu 0 ∈ C2 i 0 ∈ V . Zmniejszaja
‘
c U możemy za lożyć, że V = V (f), gdzie

f jest funkcja
‘

holomorficzna
‘

w U , która posiada w U rozwinie
‘
cie w szereg

wielomianów jednorodnych

f(x, y) =
∞∑
i=ν

fi(x, y), fν ̸= 0, ν ≥ 1.

Oznaczaja
‘
c Ũ := π−1(U) otrzymamy, że π−1

U (V ) jest zbiorem analitycznym
w Ũ i

π−1
0 (V ) = {(u0, v0) ∈ ψ0(B0 ∩ Ũ) : f(v0, u0v0) = 0}

= {(u0, v0) ∈ ψ0(B0 ∩ Ũ) : vν0 [fν(1, u0) + v0fν+1(1, u0) + . . . ] = 0},

π−1
1 (V ) = {(u1, v1) ∈ ψ1(B1 ∩ Ũ) : f(u1v1, v1) = 0}

= {(u1, v1) ∈ ψ1(B1 ∩ Ũ) : vν1 [fν(u1, 1) + v1fν+1(u1, 1) + . . . ] = 0}

Funkcje holomorficzne w nawiasach kwadratowych oznaczamy odpowiednio
przez f̃0 i f̃1. Zatem zbiór π−1

U (V \ {0}) jest równy w mapie ψi

π−1
i (V \ {0}) = {(ui, vi) ∈ ψi(Bi ∩ Ũ) : f̃i(ui, vi) = 0, vi ̸= 0}.
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Sta
‘
d przeciwobraz w laściwy Ṽ w mapie ψi (oznaczamy go przez Ṽi) jest

równy
Ṽi = {(ui, vi) ∈ ψi(Bi ∩ Ũ) : f̃i(ui, vi) = 0}.

Punktami domknie
‘
cia na E zbioru π−1

U (V \{0}) w mapach ψi sa
‘
odpowiednio

zbiory

{(u0, 0) : f̃0(u0, 0) = 0} = {(u0, 0) : fν(1, u0) = 0},(3.1)

{(u1, 0) : f̃1(u1, 0) = 0} = {(u1, 0) : fν(u1, 1) = 0}.(3.2)

Jeśli fν(1, 0) ̸= 0 tzn. (0, 0) /∈ Ṽ0, to wszystkie punkty domknie
‘
cia π−1

U (V \{0})
na E leża

‘
w dziedzinie mapy ψ1. Warunek fν(1, 0) ̸= 0 oznacza, że oś 0x

nie jest styczna do V w 0. Podobnie, jeśli oś 0y nie jest styczna do V
w 0, to wszystkie punkty domknie

‘
cia π−1

U (V \ {0}) na E leża
‘

w dziedzinie
mapy ψ0. Zatem po “odpowiednim u lożeniu” zbioru V (np. przez zmiane

‘
wspó lrze

‘
dnych w otoczeniu 0) do badania Ṽ wystarczy zastosować jedno z

rzutowań π0 lub π1 (por. definicje
‘
σ-procesu w [P2], §2).

Z powyższego opisu przeciwobrazu w laściwego i w lasności zbiorów anali-
tycznych nietrudno udowodnić

Twierdzenie 3.3. Niech π : M̃ → M be
‘
dzie rozdmuchaniem w a ∈ M , V –

krzywa
‘

w M i a ∈ V . Wówczas:
(i) przeciwobraz w laściwy Ṽ krzywej V jest krzywa

‘
w M̃ ,

(ii) jeśli kie lek V zbioru V w a jest nieprzywiedlny, to Ṽ ∩ E jest jednym
punktem (który be

‘
dziemy oznaczać przez ãV lub krótko ã) i kie lek Ṽ zbioru

Ṽ w ãV jest nieprzywiedlny,
(iii) jeśli kie lek V zbioru V w a jest nieosobliwy (a wie

‘
c nieprzywiedlny),

to kie lek Ṽ zbioru Ṽ w ãV jest nieosobliwy i ponadto przecie
‘
cie Ṽ z E w ãV

jest transwersalne.

Przyk lad 3.4. Niech V = V (x2 − y3) ⊂ C2. Wówczas

Ṽ0 = {(u0, v0) : 1 − u30v0 = 0}.

Krzywa ta nie ma punktów wspólnych z E w tej mapie.

Ṽ1 = {(u1, v1) : u21 − v1 = 0}.

Zatem ãV = (0, 0) w tej mapie i krzywa ta w tym punkcie jest nieosobliwa.

4. Rozdmuchania wielokrotne

Niech M be
‘
dzie rozmaitościa

‘
i V podzbiorem domknie

‘
tym M . Roz-

dmuchaniem wielokrotnym (lub krótko rozdmuchaniem) nad V nazywamy
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z lożenie π = π1 ◦ · · · ◦ πr : M̃ →M rozdmuchań w punktach, gdzie

Er Er−1 . . . E1 E0 V

∩ ∩ . . . ∩ ∩

M̃ Mr
πr−−−−→ Mr−1

πr−1−−−−→ . . .
π2−−−−→ M1

π1−−−−→ M0 M,

πi : Mi →Mi−1 jest rozdmuchaniem w punkcie ai ∈ Ei−1 oraz Ei = π−1
i (Ei−1),

i = 1, . . . , r.
Podobnie jak dla rozdmuchań pojedynczych wprowadzamy poje

‘
cie dy-

wizora wyja
‘
tkowego i przeciwobrazu w laściwego rozdmuchania wielokrot-

nego. Mianowicie, sume
‘

przeciwobrazów punktów ai, za pomoca
‘

z lożeń
cze

‘
ściowych πi ◦ · · · ◦ πr, nazywamy dywizorem wyja

‘
tkowym π i oznaczamy

przez E. Inaczej, jeśli przyjmiemy V ′ := {π1 ◦ · · · ◦ πi−1(ai) : i = 2, . . . , r} ∪
{a1} ⊂M , to E = π−1(V ′). Wówczas π−1(V \ V ′) nazywamy przeciwobrazem
w laściwym V za pomoca

‘
π i oznaczamy Ṽ .

Ponieważ dywizor wyja
‘
tkowy rozdmuchania w punkcie jest podrozmaitoś-

cia
‘

biholomorficzna
‘

z P, wie
‘
c sta

‘
d i z twierdzenia 3.3 (iii)  latwa

‘
indukcja

‘wzgle
‘
dem ilości r z lożeń otrzymujemy

Twierdzenie 4.1. Dywizor wyja
‘
tkowy rozdmuchania wielokrotnego jest skończo-

na
‘

suma
‘

podrozmaitości biholomorficznych z P oraz każde dwie z nich nie
maja

‘
punktów wspólnych lub posiadaja

‘
dok ladnie jeden punkt wspólny, w

którym przecinaja
‘

sie
‘

transwersalnie.

5. Rozwia
‘
zanie osobliwości krzywych

Niech V be
‘
dzie krzywa

‘
w rozmaitości M . Rozwia

‘
zaniem osobliwości krzy-

wej V nazywamy każde rozdmuchanie wielokrotne π : M̃ → M nad V takie,
że przeciwobraz w laściwy Ṽ jest krzywa

‘
g ladka

‘
w M̃ oraz Ṽ przecina trans-

wersalnie dywizor wyja
‘
tkowy E.

Twierdzenie 5.1. (por. Wn.3.6 w [P1], Prop.10 w [ L1]). Dla dowolnej krzy-
wej V w rozmaitości M , o skończonej ilości punktów osobliwych, istnieje
rozwia

‘
zanie osobliwości V .

Dowód. Niech {a1, . . . , ak} be
‘
da

‘
punktami osobliwymi V . Rozważmy punkt

a1. Udowodnimy, że istnieje takie rozdmuchanie wielokrotne π : M̃ → M
nad {a1}, że Ṽ ma osobliwości tylko w punktach π−1(a2), . . . , π−1(ak) oraz
Ṽ przecina transwersalnie E (zauważmy, że w tym przypadku E = π−1(a1)
oraz, że π |M̃\E jest biholomorfizmem). Sta

‘
d  latwa

‘
indukcja

‘
otrzymamy teze

‘
twierdzenia.

Ponieważ punkty osobliwe V sa
‘
izolowane, wie

‘
c za pomoca

‘
mapy wokó l a1

możemy rozważania przeprowadzić w otoczeniu U punktu 0 ∈ C2 przyjmuja
‘
c

a1 = 0. Zatem V jest krzywa
‘
w U o jedynym punkcie osobliwym 0.
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Rozważmy najpierw przypadek, gdy krzywa V ma kie lek nieprzywiedlny
V w 0. Niech n := m0(V ), n > 1. Wówczas z w lasności zbiorów anality-
cznych jednowymiarowych ([ L2],II.6.2) wynika, że zmniejszaja

‘
c U i stosuja

‘
c

biholomorfizm, możemy za lożyć, że V w U ma parametryzacje
‘

Φ postaci:
Φ(t) = (tn, αmt

m + αm+1t
m+1 + . . . ), m ∈ N, n < m, n - m, αm ̸= 0, |t| < ε.

Ponieważ jedyna
‘

styczna
‘

do V w 0 jest oś 0x, wie
‘
c przeciwobraz w laściwy

Ṽ (oznaczmy go przez Ṽ (1)) zawiera sie
‘

w dziedzinie mapy ψ0. Zatem wystar-
czy zastosować rzutowanie π w mapie ψ, tzn π0.  Latwo otrzymujemy, że

Ṽ (1) = {(u0, v0) : u0 = αmt
m−n + αm+1t

m+1−n + . . . , v0 = tn, |t| < ε}.

Jedynym możliwym punktem osobliwym Ṽ (1) jest punkt 0̃
(1)
V = (0, 0). Jeśli

m − n > n, to stosujemy naste
‘
pne rozdmuchanie w punkcie 0̃

(1)
V itd. Po

skończonej ilości ν kroków otrzymamy w końcu, że przeciwobraz w laściwy
Ṽ (ν) za pomoca

‘
tego wielokrotnego rozdmuchania ma parametryzacje

‘
Φ(ν)(t) = (αmt

m−νn + . . . , tn), |t| < ε i m − νn < n. Zatem krotność Ṽ (ν)

w jedynym możliwym punkcie osobliwym 0̃
(ν)
V jest równa m − νn < n. Jeśli

m − νn > 1, to powtarzamy ca la
‘

procedure
‘

od pocza
‘
tku, przy czym teraz

rozważany kie lek Ṽ(ν) ma krotność m − νn < n. Po skończonej ilości tych
procedur otrzymamy, że kie lek przeciwobrazu w laściwego Ṽ (N) w punkcie
0̃
(N)
V jest równy 1 tzn., że jest g ladki.

Przejdźmy teraz do przypadku ogólnego. Niech V w U be
‘
dzie krzywa

‘taka
‘
, że jej kie lek V w 0 jest przywiedlny tzn. jest suma

‘
skończonej ilości

kie lków nieprzywiedlnych V1, . . . ,Vs. Zmniejszaja
‘
c U możemy za lożyć, że

V w U jest suma
‘

nieprzywiedlnych w U reprezentantów V1, . . . , Vs kie lków
V1, . . . ,Vs. Stosuja

‘
c metode

‘
z pierwszego przypadku do V1, a naste

‘
pnie

do przeciwobrazu w laściwego V2 itd. otrzymamy rozdmuchanie wielokrotne
takie, że przeciwobrazy w laściwe Ṽ1, . . . , Ṽs sa

‘
nieosobliwe. Oczywíscie, ich

suma Ṽ1 ∪ · · · ∪ Ṽs równa Ṽ może mieć punkty osobliwe. Mianowicie, takie
punkty, które należa

‘
do co najmniej dwóch krzywych Ṽ1, . . . , Ṽs. Weźmy pod

uwage
‘

jeden z takich punktów a. Oczywíscie wystarczy ograniczyć sie
‘

do
przypadku, gdy przez ten punkt przechodza

‘
tylko dwie krzywe np. Ṽ1 i Ṽ2.

Jeśli ich styczne w tym punkcie sa
‘

różne, to po jednokrotnym rozdmucha-
niu w tym punkcie ich przeciwobrazy w laściwe be

‘
da

‘
roz la

‘
czne. Jeśli zaś

maja
‘

te same styczne, to w odpowiedniej mapie wokó l a, możemy za lożyć,
że a = 0 ∈ C2 oraz Ṽ1 i Ṽ2 maja

‘
odpowiednio parametryzacje postaci

Φ1(t) = (t, 0), |t| < ε1,

Φ2(t) = (t, tm + αm+1t
m+1 + . . . ), |t| < ε2, m ≥ 2.

Po jednokrotnym rozdmuchaniu w 0 otrzymamy, że przeciwobrazy w laściwe
krzywych Ṽ1 i Ṽ2 maja

‘
parametryzacje

Φ̃1(t) = (0, t), |t| < ε1,

Φ̃2(t) = (tm−1 + αm+1t
m + . . . , t), |t| < ε2, m ≥ 2.
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Zatem po (m − 1)-rozdmuchaniach otrzymamy krzywe, które maja
‘

różne
styczne, a sta

‘
d po m-tym rozdmuchaniu – krzywe roz la

‘
czne.

Otrzymalísmy zatem, że istnieje rozdmuchanie wielokrotne π : Ũ → U
takie, że przeciwobraz w laściwy Ṽ krzywej V jest krzywa

‘
nieosobliwa

‘
. Niech

Ṽ ∩E = {a1, . . . , as} (zauważmy, że ich ilość jest równa ilości kie lków nieprzy-
wiedlnych V w 0). W punktach ai, w których przecie

‘
cie z E nie jest tran-

swersalne moga
‘
zaj́sć dwa przypadki:

1. przez ai przechodza
‘

dwie sk ladowe E′, E′′ dywizora E (przecinaja
‘

sie
‘

one transwersalnie na mocy twierdzenia 4.1) oraz Ṽ nie ma wspólnej
stycznej ani z E′, ani z E′′. W tym przypadku pojedyncze rozdmuchanie w
ai daje transwersalne przecie

‘
cie przeciwobrazu w laściwego Ṽ z dywizorem

wyja
‘
tkowym w punkcie ãi,

2. w punkcie ai krzywa Ṽ ma wspólna
‘

styczna
‘

z jedna
‘

ze sk ladowych
E′ dywizora E. Powtarzaja

‘
c rozumowanie z pierwszej cze

‘
ści dowodu, przez

wielokrotne rozdmuchanie nad {ai} otrzymamy, że przeciwobrazy w laściwe
E′ i Ṽ be

‘
da

‘
mia ly różne styczne. W takim punkcie otrzymamy zatem

sytuacje
‘

rozważana
‘
w punkcie 1.

To kończy dowód twierdzenia 5.1.

Wniosek 5.2. Dowolna krzywa algebraiczna w P2 posiada rozwia
‘
zanie os-

obliwości.

Dowód. Wynika to z faktu, że krzywa algebraiczna w P2 posiada skończona
‘ilość punktów osobliwych.

6. Opis rozwia
‘
zania osobliwości krzywej

Niech V be
‘
dzie krzywa

‘
w rozmaitości M i a ∈ V – punktem osobliwym

V . Rozwia
‘
zaniem standardowym osobliwości V w punkcie a nazywamy cia

‘
g

rozdmuchań

(6.1) MN
πN−→MN−1

πN−1−→ . . .
π2−→M1

π1−→M0 = M

określony rekurencyjnie w naste
‘
puja

‘
cy sposób:

1. π1 jest rozdmuchaniem M0 w a,
2. za lóżmy, że π1, . . . , πi, i ≥ 1 sa

‘
już zdefiniowane. Niech χ := π1 ◦ · · · ◦

πi, Ei := χ−1
i (a) – dywizor wyja

‘
tkowy χi i V i := χ−1

i (V \ {a}) – przeciw-
obraz w laściwy V za pomoca

‘
χi. Wówczas πi+1 : Mi+1 →Mi określamy jako

z lożenie rozdmuchań Mi dok ladnie w tych punktach V i ∩ Ei w których V i

nie jest g ladkie lub nie przecina transwersalnie Ei (gdy takich punktów nie
ma, to N = i. Na mocy twierdzenia 5.1 cia

‘
g ten jest skończony.

Z twierdzenia 2.1 p.2 wynika, że lokalna zmiana w M prowadzona przez
standardowe rozwia

‘
zanie osobliwości V w a zależy tylko od kie lka V krzywej

V w a. Mianowicie, zachodzi
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Stwierdzenie 6.2. Niech (a, V,M) i (a′, V ′,M ′) be
‘
da

‘
trójkami jak powyżej

oraz (6.1) i

(6.3) M ′
N ′

π′
N′−→M ′

N ′−1

π′
N′−1−→ . . .

π′
2−→M ′

1

π′
1−→M ′

0 = M ′

be
‘
da

‘
rozwia

‘
zaniami standardowymi osobliwości V w a i odpowiednio V ′ w a′.

Jeśli istnieja
‘

otoczenia U i U ′ punktów a i a′ oraz biholomorfizm h0 : U → U ′

taki, że h0(V ∩U) = V ′∩U ′, to rozwia
‘
zania standardowe (6.1) i (6.3) sa

‘
biho-

lomorficznie równoważne nad U i U ′ tzn. N = N ′ i istnieja
‘

biholomorfizmy
hi : Mi |U→M ′

i |U ′, gdzie przyje
‘
lísmy Mi |U := (π1 ◦· · ·◦πi)−1(U) i analogicznie

dla M ′
i |U ′ takie, że diagram jest przemienny

MN |U
πN−−−−→ MN−1|U

πN−1−−−−→ . . .
π2−−−−→ M1|U

π1−−−−→ UyhN

yhN−1

yh1

yh0

M ′
N |U ′

π′
N−−−−→ M ′

N−1|U ′
π′
N−1−−−−→ . . .

π′
2−−−−→ M ′

1|U ′
π′
1−−−−→ U ′

Niech V be
‘
dzie krzywa

‘
w M i niech V be

‘
dzie kie lkiem V w punkcie a ∈ V .

Za lóżmy, że a jest punktem osobliwym V . Niech V = V1 ∪ · · · ∪ Vs be
‘
dzie

rozk ladem V na kie lki nieprzywiedlne. Kie lkowi V i wybranej powyżej nu-
meracji jego sk ladowych nieprzywiedlnych przyporza

‘
dkujemy trzy uk lady

danych liczbowych, be
‘
da

‘
cych niezmiennikami biholomorficznymi V.

I. Uk lady cia
‘
gów krotności. Biora

‘
c zamiast M odpowiednie otoczenie

punktu a możemy za lożyć, że reprezentanty V1, . . . , Vs kie lków V1, . . . ,Vs sa
‘jednocześnie sk ladowymi nieprzywiedlnymi V w M . Niech wówczas (6.1)

be
‘
dzie rozwia

‘
zaniem standardowym osobliwości V w a. Niech V r

i be
‘
dzie

przeciwobrazem w laściwym Vi za pomoca
‘
χr, 1 ≤ r ≤ N . Na mocy twierdze-

nia 3.3 przecie
‘
cie V r

i ∩ Er jest dok ladnie jednym punktem. Oznaczmy go
przez ari (punkty te w klasycznej literaturze nazywane sa

‘
punktami nieskoń-

czenie bliskimi punktu a). Wówczas definiujemy

mr(Vi) := mar
i
(V r

i ), 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ r ≤ N.

Liczby te sa
‘

dobrze określone, gdyż jak  latwo sprawdzić nie zależa
‘

one od
wyboru reprezentantów V1, . . . , Vs kie lków V1, . . . ,Vs. Dodatkowo określamy
m0(Vi) := ma(Vi), i = 1, . . . , s. Otrzymamy s cia

‘
gów Mi := (m0(Vi), ...,

mN (Vi)), i = 1, ..., s, liczb naturalnych przyporza
‘
dkowanych ga le

‘
ziom kie lka

V. Przy ustalonym r, 0 ≤ r ≤ N pewne z krotności mr(V1), ...,mr(Vs) sa
‘obliczane w tych samych punktach. Zatem dla każdego r, 0 ≤ r ≤ N istnieje

rozk lad zbioru {1, ..., s} na podzbiory roz la
‘
czne takie, że i, i′ sa

‘
w tym samym

podzbiorze, gdy ari = ari′ , tzn. gdy przeciwobrazy w laściwe V r
i i V r

i′ przecho-
dza

‘
przez ten sam punkt Er. Oczywíscie dla r = 0 mamy rozk lad {{1, ..., s}},

zaś dla r = N rozk lad {{1}, ..., {s}}.
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Uk lad s cia
‘
gów Mi, i = 1, ..., s wraz z opisanym rozk ladem zbioru {1, ..., s}

dla każdego r nazywamy uk ladem cia
‘
gów krotności kie lka V z wybrana

‘numeracja
‘
V1, ...,Vs jego sk ladowych nieprzywiedlnych.

II. Graf rozwia
‘
zania osobliwości. Grafem nazywamy dowolny skończony

zbiór (jego elementy nazywamy wierzcho lkami grafu) z wyróżnionym zbio-
rem dwuelementowych podzbiorów tego zbioru (zwanych krawe

‘
dziami gra-

fu). Podobnie jak w I zmniejszaja
‘
c M do otoczenia punktu a możemy

za lożyć, że reprezentanty V1, ..., Vs kie lków V1, ...,Vs sa
‘
jednocześnie sk lado-

wymi nieprzywiedlnymi V w M . Niech (6.1) be
‘
dzie rozwia

‘
zaniem standard-

owym osobliwości V w a. Temu rozwia
‘
zaniu przyporza

‘
dkujemy pewien graf.

Wierzcho lkami grafu sa
‘
sk ladowe nieprzywiedlne dywizora wyja

‘
tkowego EN

oraz sk ladowe nieprzywiedlne przeciwobrazu w laściwego Ṽ N = χ−1
N (V \ {a})

(tych ostatnich jest dok ladnie s). Graficznie sk ladowe EN be
‘
dziemy oz-

naczać punktami, zaś sk ladowe V N gwiazdkami. Dwa wierzcho lki po la
‘
czone

sa
‘

krawe
‘
dzia

‘
gdy odpowiadaja

‘
ce tym wierzcho lkom sk ladowe maja

‘
punkt

wspólny. Dodatkowo każdemu wierzcho lkowi przypisujemy wage
‘
. Mianowi-

cie, sk ladowej D dywizora EN przypisujemy wage
‘
i(D), 1 ≤ i(D) ≤ N , równa

‘najmniejszemu indeksowi i dla którego obraz D w Mi za pomoca
‘
πi+1 ◦ . . . πN

nie jest punktem, zaś sk ladowej W krzywej Ṽ N przypisujemy wage
‘

równa
‘numerowi sk ladowej Vi krzywej V , której przeciwobrazem w laściwym za po-

moca
‘
χN jest W .

Opisany powyżej graf nie zależy od wyboru reprezentantów Vi kie lków
Vi. Graf ten nazywamy grafem rozwia

‘
zania osobliwości kie lka V z wybrana

‘numeracja
‘
V1, ...,Vs jego sk ladowych nieprzywiedlnych.

III. Uk lad charakterystyk. Trzecim systemem danych o kie lku V sa
‘charakterystyki Puiseux poszczególnych ga le

‘
zi kie lka V oraz uk lad krotności

przecie
‘
ć każdych dwóch z nich. Mianowicie, każdej sk ladowej Vi kie lka V

w mapie wokó l a przeprowadzaja
‘
cej a na punkt 0 ∈ C2 przypisany jest, z

dok ladnościa
‘

do elementu odwracalnego, nieprzywiedlny element f̂i pierś-
cienia kie lków funkcji holomorficznych O2 w punkcie 0 ∈ C2. Niech βi :=

(βi
0, β

i
1, ..., β

i
gi) be

‘
dzie charakterystyka

‘
f̂i (zob. [P1], §5), i = 1, ...s, zaś µij =

µ0(fi, fj) krotnościa
‘
odwzorowania (fi, fj) w 0 dla 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ s, i ̸= j.

Jak wiadomo, charakterystyki i krotności nie zależa
‘

od wyboru mapy, ani
od wyboru elementów f̂i. Uk lad z lożony z charakterystyk βi oraz tablicy
< µij >i<j nazywamy uk ladem charakterystyk kie lka V z wybrana

‘
nume-

racja
‘
V1, ...,Vs jego sk ladowych nieprzywiedlnych.

Dodatkowo, gdy kie lek V krzywej V w punkcie a ∈ M nie jest osobliwy,
to przyporza

‘
dkowujemy mu naste

‘
puja

‘
ce dane:

I. uk lad cia
‘
gów krotności: M1 = (1)

II. graf rozwia
‘
zania osobliwości:

1∗
III. uk lad charakterystyk: β1 = (1).

Przyk lad 6.4. ([BK], str. 511) Niech V := {(x, y) ∈ C2 : x(x2 − y3)(y2 −x3) =
0}, V1 := {(x, y) ∈ C2 : x = 0}, V2 := {(x, y) ∈ C2 : x2 − y3 = 0}, V3 := {(x, y) ∈
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C2 : y2 − x3 = 0}. Wówczas kie lek V zbioru V w 0 jest przywiedlny i równy
V1 ∪ V2 ∪ V3, gdzie Vi jest kie lkiem zbioru Vi w 0. Wówczas rozwia

‘
zanie

standardowe osobliwości V w 0 jest z lożeniem trzech rozdmuchań π1 ◦π2 ◦π3:
1. π1 jest rozdmuchaniem w punkcie 0. Mamy a11 = a12 ̸= a13, V

1
1 , V

1
2 , V

1
3 sa

‘nieosobliwe, punkt a11 = a12 jest punktem osobliwym V 1, zaś V 1
3 nie przecina

transwersalnie E1 w a13 (na rysunku liniami cia
‘
g lymi oznaczamy sk ladowe dy-

wizora wyja
‘
tkowego, zaś przerywanymi sk ladowe przeciwobrazu w laściwego;

dodatkowo na sk ladowych dywizora wyja
‘
tkowego zaznaczamy ich wagi)
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2. π2 jest rozdmuchaniem w a11 = a12 i w a13. Mamy a21 ̸= a22 ̸= a23, V
2
1

przecina transwersalnie E2, zaś V 2
2 i V 3

3 nie.

3. π3 jest rozdmuchaniem w a22 i a23.



34

Wówczas:
I. Uk ladem cia

‘
gów krotności V = V1 ∪ V2 ∪ V3 jest:

M1 = (1, 1, 1, 1) M2 = (2, 1, 1, 1) M3 = (2, 1, 1, 1)
oraz rozk lady:

r = 0 r = 1 r = 2 r = 3
{{1, 2, 3}} {{1, 2}, {3}} {{1}, {2}, {3}} {{1}, {2}, {3}}.

II. Grafem rozwia
‘
zania osobliwości kie lka V = V1 ∪ V2 ∪ V3 jest:

III. Uk ladem charakterystyk kie lka V = V1 ∪ V2 ∪ V3 jest:

β1 = (1) β2 = (2, 3) β3 = (2, 3)

µ12 = 3 µ13 = 2 µ23 = 4.

Twierdzenie 6.5. ([BK],Th. 21, p.535) Dla dowolnego kie lka V = V1 ∪
. . .Vs krzywej V ⊂ M w punkcie a ∈ V z wybrana

‘
numeracja

‘
sk ladowych

nieprzywiedlnych naste
‘
puja

‘
ce uk lady danych sa

‘
równoważne:

1. uk lad cia
‘
gów krotności kie lka V,

2. graf rozwia
‘
zania osobliwości kie lka V,

3. uk lad charakterystyk kie lka V.

Oznacza to, że jeśli weźmiemy pod uwage
‘

zbiór wszystkich uk ladów cia
‘
-

gów krotności wszystkich kie lków krzywych z wybrana
‘
numeracja

‘
jego sk la-

dowych nieprzywiedlnych oraz analogiczne zbiory grafów i uk ladów charak-
terystyk, to istnieja

‘
takie bijekcje mie

‘
dzy tymi zbiorami, że dla dowolnego

kie lka V krzywej i określonej numeracji jego sk ladowych nieprzywiedlnych,
przypisane mu w powyższych konstrukcjach uk lady danych odpowiadaja

‘
so-

bie przy tych bijekcjach.

7. Twierdzenie Zariskiego o equisingularności

Niech V i V′ be
‘
da

‘
kie lkami krzywych V i V ′ w punktach a ∈M i a′ ∈M ′,

gdzie M i M ′ sa
‘

rozmaitościami. Mówimy, że kie lki te sa
‘

równoważne,
gdy istnieje taka numeracja sk ladowych nieprzywiedlnych V i V′, dla której
odpowiadaja

‘
ce im uk lady danych liczbowych w twierdzeniu 6.5 sa

‘
identy-

czne.

Uwaga 7.1. Powyższa relacja równoważności pokrywa sie
‘

z relacja
‘

równo-
ważności topologicznej kie lków krzywych, która

‘
definiuje sie

‘
naste

‘
puja

‘
co:
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kie lki V i V′ sa
‘

topologicznie równoważne, gdy istnieja
‘

otoczenia U i U ′

punktów a i a′ oraz homeomorfizm h : U → U ′ taki, że h(V ∩ U) = V ′ ∩ U ′.
(zob. Th.15, §8.3 w [BK]).

Niech f(λ, x, y) be
‘
dzie pseudowielomianem postaci

(7.2) f(λ, x, y) = yn + a1(λ, x)yn−1 + · · · + an(λ, x), n ≥ 1,

gdzie ai sa
‘
funkcjami holomorficznymi w pewnym otoczeniu U × U ′ punktu

(0, 0) ∈ C2, gdzie U i U ′ sa
‘

spójnymi otoczeniami 0 ∈ C, posiadaja
‘
cymi

tam rozwinie
‘
cia w szeregi pote

‘
gowe. Ponadto zak ladamy, że dla każdego

λ ∈ U , ai(λ, 0) = 0 tzn. dla każdego λ ∈ U , fλ(x, y) jest pseudowielomianem
wyróżnionym. Zatem dla każdego λ ∈ U zbiór

V λ = {(x, y) ∈ U ′ × C : fλ(x, y) = 0}

jest krzywa
‘
w U ′×C przechodza

‘
ca

‘
przez (0, 0). Jej kie lek w (0, 0) oznaczamy

przez Vλ.
Mówimy, że powyższa rodzina kie lków Vλ, λ ∈ U , jest equisingularna, gdy

dla dowolnych λ1, λ2 ∈ U , kie lki Vλ1 i Vλ2 sa
‘
równoważne.

Oznaczmy przez D(λ, x) wyróżnik pseudowielomianu f(λ, x, y). W dalszym
cia

‘
gu be

‘
dziemy zak ladać, że dla każdego λ ∈ U , Dλ ̸= 0 w U ′ tzn., że kie lek

funkcji fλ(x, y) w O2 nie ma czynników wielokrotnych. Sta
‘
d wynika, że fλ

jest funkcja
‘
opisuja

‘
ca

‘
kie lek Vλ tzn. I(Vλ) = (f̂λ) w O2. Przy powyższym

za lożeniu mamy również, że D ̸= 0 w U × U ′. Niech zatem

(7.3) D(λ, x) = dN (λ)xN + dN+1(λ)xN+1 + . . . , dN ̸= 0, (λ, x) ∈ U × U ′.

Twierdzenie 7.4. (Zariskiego o equisingularności). Przy powyższych za loże-
niach rodzina Vλ, λ ∈ U , jest equisingularna wtedy i tylko wtedy gdy dN (λ) ̸=
0 dla λ ∈ U .

Zanim podamy dowód tego twierdzenia udowodnimy potrzebny lemat o
holomorficznej zależności czynników rozk ladu f(λ, x, y) i parametryzacji ich
zbiorów zer od parametru λ.

Lemat 7.5. (por. Th. w [Pa] lub [K1] [K3] w przypadku otoczeń nieskończo-
ności). Niech f(λ, x, y) be

‘
dzie pseudowielomianem postaci (7.2) i spe lnia

wymienione tam za lożenia, przy czym zak ladamy, że U jest dowolnym ko lem
K na p laszczyźnie, zaś U ′ ko lem K(r) o środku w 0 i promieniu r. Jeśli
wyróżnik D(λ, x) pseudowielomianu f nie znika dla λ ∈ K i x ∈ K(r) \ {0},
to istnieja

‘
1. pseudowielomiany

fi(λ, x, y) = yni + ai1(λ, x)yni−1 + · · · + aini
(λ, x), ni ≥ 1, i = 1, ..., l
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o wspó lczynnikach holomorficznych w K ×K(r), aij(λ, 0) = 0 dla λ ∈ K takie
że

f = f1 . . . fl w K ×K(r) × C

oraz dla każdego λ ∈ K

f̂λ = f̂λ1 . . . f̂
λ
l

jest rozk ladem f̂λ na czynniki nierozk ladalne w O2.
2. odwzorowania holomorficzne Φi : K ×K(r1/ni) → K(r) × C, i = 1, ..., l,

postaci
Φi(λ, t) = (tni , φi(λ, t))

takie, że dla każdego λ ∈ K, Φλ
i jest parametryzacja

‘
zbioru zer funkcji fλi w

K(r) × C, Φλ
i (0) = (0, 0).

Dowód. Niech Θ ∈ R be
‘
dzie taka

‘
liczba

‘
, że r = exp(−2πΘ). Oznaczmy

przez HΘ = {w ∈ C : Imw > Θ}. Rozważmy pseudowielomian P (λ,w, y) =
f(λ, exp(2πiw), y), λ ∈ K, w ∈ HΘ, y ∈ C. Wyróżnik P jest równy
D(λ, exp(2πiw)), a wie

‘
c nie znika nigdzie w K×HΘ. Zatem, jeśli P (λ,w, y) = 0

dla pewnych (λ,w, y) ∈ K × HΘ × C, to ∂P
∂y (λ,w, y) ̸= 0. Ponieważ P jest

pseudowielomianem stopnia n i zbiór K×HΘ jest jednospójny, wie
‘
c na mocy

twierdzenia o monodromii istnieje n funkcji holomorficznych p1, ..., pn w K×
HΘ takich, że dla każdego punktu (λ,w) ∈ K×HΘ wartości p1(λ,w), ..., pn(λ,w)
sa

‘
parami różne oraz

(7.6) P (λ,w, y) =
n∏

i=1

(y − pi(λ,w)).

Ponadto dla każdego λ ∈ K, pλi (w) → 0, gdy Imw → +∞. Zauważmy, że
P (λ,w + 1, y) = P (λ,w, y). Zatem z (7.6) wynika, że dla każdego i, 1 ≤ i ≤ n
istnieje j, 1 ≤ j ≤ n, że pi(λ,w + 1) = pi(λ,w). Sta

‘
d dla każdego i, 1 ≤ i ≤ n,

istnieje k(i), 1 ≤ k(i) ≤ n, że pi(λ,w+k(i)) = pi(λ,w). Zatem, po odpowiednim
przenumerowaniu funkcji pi, możemy podzielić cia

‘
g p1, ..., pn na cykle tj.

istnieja
‘
liczby n1, ..., nl ∈ N takie, że n1+· · ·+nl = n oraz pierwszych n1 funkcji

tworzy cykl tzn. p1(λ,w+1) = p2(λ,w), p2(λ,w+1) = p3(λ,w), ..., pn1(λ,w+1) =
p1(λ,w), naste

‘
pnych n2 funkcji tworzy cykl itd.

Rozważmy pierwszy cykl p1, ..., pn1 . Przyjmijmy r′ = r1/n1 i zdefiniujmy
funkcje φ1

i : K × (K(r′) \ {0}) → C, i = 1, ..., n1, wzorami φ1
i (λ, t) := pi(λ, n1w),

gdzie w = (1/2πi) log t. Oczywíscie, φ1
i sa

‘
poprawnie określone, holomorficzne

(ponieważ lokalnie w K(r′) \ {0} istnieje ga la
‘
ź logarytmu log t), dla każdego

(λ, t) wartości φ1
i (λ, t), i = 1, ..., n1 sa

‘
parami różne, oraz dla każdego λ ∈ K,

φ1
i (λ, t) → 0, gdy t → 0 (bo gdy t → 0, to Imw → +∞). Zatem każda z

funkcji φ1
i przed luża sie

‘
holomorficznie na K × K(r′) tak, że φ1

i (λ, 0) = 0.
Co wie

‘
cej, funkcje φ1

i , i = 1, ..., n1 tworza
‘

cykl Puiseux tzn. dla każdego
pierwotnego pierwiastka ε stopnia n1 z jedności możemy tak przenumerować
φ1
i , że φ1

i (λ, t) = φ1
1(λ, εi−1t) dla każdego i = 1, ..., n1.
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Zauważmy, że dla każdego ustalonego (λ, t) ∈ K × K(r′), t ̸= 0 wartości
φ1
i (λ, t), i = 1, ..., n1, sa

‘
pierwiastkami równania f(λ, tn1 , y) = 0, gdyż dla

dowolnego w takiego, że t = exp(2πiw) mamy f(λ, tn1 , φ1
i (λ, t)) =

f(λ, exp(2πin1w), φ1
i (λ, exp(2πiw)) = P (λ, n1w, pi(λ, n1w)) = 0. Sta

‘
d

(7.7) f(λ, tn1 , y) =

(
n1∏
i=1

(y − φ1
i (λ, t))

)
f̃(λ, t, y)

gdzie f̃ jest pseudowielomianem monicznym stopnia n−n1 o wspó lczynnikach
holomorficznych w K × (K(r′) \ {0}). Ponieważ φ1

i , i = 1, ..., n1, tworza
‘

cykl
Puiseux, wie

‘
c
∏n1

i=1(y − φ1
i (λ, t)) = yn1 + a11(λ, tn1)yn1−1 + · · · + a1n1

(λ, tn1) dla
pewnych funkcji holomorficznych aij w K×K(r), aij(λ, 0) = 0, oraz dla każdego

λ ∈ K kie lek f̂λ1 pseudowielomianu

f1(λ, x, y) := yn1 + a11(λ, x)yn1−1 + · · · + a1n1
(λ, x)

jest elementem nierozk ladalnym w O2 (Tw.1.3 w [P2]). Z powyższego i z
(7.7) otrzymujemy, że również wspó lczynniki f̃ sa

‘
holomorficzne w K×K(r′) i

zależa
‘
od tn1 . W konsekwencji otrzymujemy, że f = f1F̃ , gdzie F̃ jest pseudo-

wielomianem monicznym stopnia n−n1 o wspó lczynnikach holomorficznych
w K ×K(r′).

Dla (λ, t) ∈ K ×K(r′) k ladziemy

φ1(λ, t) := φ1
1(λ, t), Φ1(λ, t) := (tn1 , φ1(λ, t)).

Z powyższego wynika, że dla każdego λ ∈ K odwzorowanie Φλ
1 jest parame-

tryzacja
‘
zbioru zer fλ1 w K(r) × C.

Poste
‘
puja

‘
c analogicznie z pozosta lymi cyklami w cia

‘
gu p1, ..., pn otrzymu-

jemy l pseudowielomianów f1, ..., fl i l odwzorowań Φ1, ...,Φl, które spe lniaja
‘wszystkie warunki tezy lematu.

Dowód twierdzenia 7.4. 1. ⇐=. Za lóżmy, że dN (λ) ̸= 0 dla λ ∈ U . Ponieważ
U jest spójne wie

‘
c wystarczy pokazać, że dla dowolnego λ0 ∈ U istnieje

jego otoczenie Ũ ⊂ U takie, że rodzina Vλ, λ ∈ Ũ , jest equisingularna. Dla
uproszczenia możemy przyja

‘
ć, że λ0 = 0. Ponieważ dN (0) ̸= 0, wie

‘
c istnieja

‘ko la, K ⊂ U i K(r) ⊂ U ′ o środku w punkcie 0, że D(λ, x) ̸= 0 dla (λ, x) ∈
K × (K(r) \ {0}). Na mocy lematu 7.5 istnieja

‘
pseudowielomiany f1, ..., fl i

odwzorowania Φ1, ...,Φl o w lasnościach wymienionych w lemacie.
Dla dowolnego λ ∈ K niech

βi := (βi
0(λ), ..., βi

hi(λ)(λ))

be
‘
dzie charakterystyka

‘
szeregu fλi , i = 1, ..., l. Twierdzimy, że istnieje takie

otoczenie U2 ⊂ K punktu 0, że dla każdego i ∈ {1, ..., l}, βi(λ) = βi(λ′), dla
λ, λ′ ∈ U2 \ {0}. Rzeczywíscie, niech

φi(λ, t) = αi
mi

(λ)tmi + . . . , (λ, t) ∈ K ×K(r1/ni).
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Rozważmy, wszystkie funkcje αi
j ̸= 0 takie, że i ∈ {1, ..., l}, j ≤ βi

hi(0)(0).
Ponieważ ilość ich jest skończona i niepusta, wie

‘
c istnieje spójne otoczenie

U2 ⊂ K takie, że dla każdej funkcji tej rodziny mamy αi
j(λ) ̸= 0 dla λ ∈

U2 \ {0}. Ponieważ wówczas βi
hi(λ)(λ) ≤ βi

hi(0)(0) dla λ ∈ U2, wie
‘
c z wyboru

U2  latwo wynika, że βi(λ) sa
‘

identyczne dla λ ∈ U2 \ {0}. Oznaczmy te
‘“generyczna

‘
” charakterystyke

‘
przez βi = (βi

0, ..., β
i
hi). Z powyższego mamy

βi
hi ≤ βi

hi(0)(0).
Jeśli przez Di(λ, x) oznaczymy wyróżnik fi oraz przez Rij(λ, x) rugownik

fi i fj dla i ̸= j, to z równości f = f1 . . . fl oraz w lasności wyróżnika (zob.
np. [MS], X, 3.1, Zad. 3) mamy

(7.8) D(λ, x) =
l∏

i=1

Di(λ, x)
l∏

i, j=1
i<j

R2
ij(λ, x)

a sta
‘
d dla każdego λ ∈ U2

(7.9) ordDλ =

l∑
i=1

ordDλ
i + 2

l∑
i,j=1
i<j

ordRλ
ij

Za lożenie, że dN (λ) ̸= 0 dla λ ∈ U2 jest równoważne warunkowi

(7.10) ordDλ = const. = N, λ ∈ U2.

Pokażemy najpierw, że istnieje spójne otoczenie U3 ⊂ U2 punktu 0 takie,
że dla każdego i, j = 1, ..., l, i < j mamy

(7.11) ordDλ
i = const. =: di, ordRλ

ij = const. =: µij , λ ∈ U3 \ {0}

oraz

(7.12) ordD0
i ≥ di, ordR0

ij ≥ µij .

Rzeczywíscie, ponieważ Φλ
i jest parametryzacja

‘
zbioru zer fλi w K(r) × C,

wie
‘
c jeśli przez εi oznaczymy pierwiastek pierwotny stopnia ni z jedności, to

fi(λ, t
ni , y) =

ni∏
k=1

(y − φi(λ, ε
k
i t)).

Zatem, jeśli przyjmiemy M := NWW(n1, ..., nl) i Ni := M/ni, to

fi(λ, t
M , y) =

ni∏
k=1

(y − φi(λ, ε
k
i t

Ni)).
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Sta
‘
d, z w lasności rugownika i wyróżnika ([MS], X.3.1, Wn. 1, Wn. 2) oraz

holomorficzności φi otrzymujemy istnienie U3 ⊂ U2 takie, że zachodzi (7.11)
i (7.12).

Pokażemy teraz, że rodzina Vλ, λ ∈ U3 jest equisingularna. Przypuśćmy,
że jest przeciwnie. Ze sta lości charakterystyk βi(λ) i rze

‘
dów ordRλ

ij dla
λ ∈ U3 \ {0} oraz ze znanego faktu, że dla pseudowielomianów wyróżnionych
fλi , f

λ
j , i ̸= j mamy ordRλ

ij = µ0(fλi , f
λ
j ) wynika, że rodzina Vλ jest equisingu-

larna dla λ ∈ U3\{0}. Zatem z naszego przypuszczenia wynika, że V0 nie jest
equisingularny z żadnym Vλ, λ ∈ U3\{0}. Oznacza to w szczególności, że dla

wybranej powyżej numeracji sk ladowych, mianowicie Vλ
1 = V (f̂λ1 ), ...,Vλ

l =

V (f̂λl ), istnieje i ∈ {1, ..., l}, że charakterystyka generyczna βi jest różna od
charakterystyki βi(0) lub istnieja

‘
i, j ∈ {1, ..., l}, że krotność “generyczna”

µij jest różna od krotności µ0(f0i , f
0
j ) (dok ladniej, z (7.12) wynika, że wtedy

µij < µ0(f0i , f
0
j )).

W drugim przypadku otrzymalibyśmy natychmiast sprzeczność z (7.10),
gdyż dla ustalonego λ ∈ U3, λ ̸= 0 z (7.9), (7.11) i (7.12)

N = ordDλ =
l∑

k=1

dk + 2
l∑

r,s=1
r<s

µrs <
l∑

k=1

ordD0
k + 2

l∑
r,s=1
r<s

µ0(f0r , f
0
s ) = ordD0 = N.

Rozważmy teraz pierwszy przypadek, gdy βi ̸= βi(0) tzn. (βi
0, ..., β

i
hi) ̸=

(βi
0(0), ..., βi

hi(0)(0)). Dla uproszczenia zapisu oznaczmy pierwszy cia
‘
g przez

(β0, ..., βg), zaś drugi przez (β′
0, ..., β

′
h). Oczywíscie β0 = β′

0 = ni. Zatem
istnieje r, r ∈ {1, ...,min(g, h)}, że β0 = β′

0, ..., βr−1 = β′
r−1, βr ̸= β′

r.
Jeśli oznaczymy eq := NWP(β0, ..., βq), q = 0, ..., g oraz e′q := NWP(β′

0, ..., β
′
q),

q = 0, ..., h, to ze znanego wzoru na rza
‘
d wyróżnika ([P1], wzór w dowodzie

tw. 5.2) mamy

(7.13) ordDλ =

g∑
q=1

βq(eq−1 − eq) =

β1e0 +

g−1∑
q=1

(βq+1 − βq)eq − βgeg, λ ∈ U3 \ {0}

(7.14) ordD0 =
h∑

q=1

β′
q(e′q−1 − e′q) = β′

1e
′
0 +

h−1∑
q=1

(β′
q+1 − β′

q)e′q − β′
he

′
h.

Zapiszmy szereg φi(λ, t) w postaci

φi(λ, t) = αk1(λ)tk1 + αk2(λ)tk2 + . . . , k1 < k2 < ...,
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gdzie αkj ̸= 0 w U3 (jest to możliwe, gdyż w rozważanym przypadku nie
może być φi(λ, t) ≡ 0, bo wówczas by loby Φi(λ, t) = (t, 0), czyli fi(λ, x, y) = y,
a sta

‘
d otrzymalibyśmy βi = βi(0)). Wówczas istnieje s, że βg = ks oraz (7.13)

możemy przedstawić w postaci

(7.15) ordDλ =

s−1∑
q=0

(kq+1 − kq)ẽq − ksẽs, k0 := 0, ẽ0 := β0,

ẽq := NWP(β0, k1, ..., kq), q = 1, ..., s.

Dla λ = 0 w szeregu φi(0, t) = αk1(0)tk1 + αk2(0)tk2 + . . . pewne z wspó l-
czynników αkj (0) moga

‘
sie

‘
zerować (ale również φi(0, t) ̸≡ 0, gdyż w przeci-

wnym razie by loby Φi(0, t) = (t, 0), czyli fi(0, x, y) = y, a sta
‘
d otrzymalibyśmy

fi(λ, x, y) = y + ai1(λ, x) i dalej βi = βi(0)). Podobnie jak powyżej istnieje s′,
że β′

h = ks′ . Ponadto β′
h ≥ βg, czyli ks′ ≥ ks, a sta

‘
d s′ ≥ s. Ponieważ

(β0, ..., βr−1) = (β′
0, ..., β

′
r−1), wie

‘
c również β′

r > βr. Analogicznie, wzór (7.14)
możemy przedstawić w postaci

(7.16) ordD0 =
s′−1∑
q=0

(kq+1 − kq)ẽ′q − ks′ ẽ
′
s′ , k′0 := 0, ẽ′0 := β0,

ẽ′q := NWP(β′
0, kq1 , ..., kqp : qj ≤ q, αkqj

(0) ̸= 0), q = 1, ..., s′.

Oczywíscie

(7.17) ẽ′q ≥ ẽq, q = 0, ..., s.

Niech βr = kq0 . Aby porównać (7.15) z (7.16) rozbijemy prawa
‘

strone
‘(7.15) na cztery sk ladniki

S1 +S2 +S3 +S4 =

q0−1∑
q=0

(kq+1−kq)ẽq +(kq0+1−kq0)ẽq0 +
s−1∑

q=q0+1

(kq+1−kq)ẽq−ksẽs

i prawa
‘

strone
‘

(7.16) na cztery lub pie
‘
ć sk ladników (w zależności od tego,

czy s = s′, czy s < s′)

S′
1 + · · · + S′

5 =

q0−1∑
q=0

(kq+1 − kq)ẽ′q + (kq0+1 − kq0)ẽ′q0 +
s−1∑

q=q0+1

(kq+1 − kq)ẽ′q

+
s′−1∑
q=s

(kq+1 − kq)ẽ′q − ks′ ẽ
′
s′ .

Oczywíscie S1 = S′
1.
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Ponieważ αβr (0) = αkq0
(0) = 0, wie

‘
c ẽq0 < ẽ′q0 (bo ẽq0 = NWP(β0, k1, ..., kq0) =

NWP(β0, β1, ..., βr) = er, zaś ẽ′q0 = NWP(β0, kq1 , ..., kqp : qj ≤ q0, αkqj
(0) ̸= 0)

≥ NWP(β0, k1, ..., kq0−1) = NWP(β0, β1, ..., βr−1) = er−1). Sta
‘
d S2 < S′

2.
Z (7.17) dostajemy S3 ≤ S′

3.
Gdy s = s′, to wtedy S′

4 jest suma
‘

pusta
‘

i S4 = S′
5. Gdy zaś s < s′, to

ponieważ ẽ′q > 1 dla q ∈ {s, ..., s′ − 1} oraz ẽs = ẽ′s′ = 1, wie
‘
c

s′−1∑
q=s

(kq+1 − kq)ẽ′q ≥
s′−1∑
q=s

(kq+1 − kq) = ks′ − ks = ks′ ẽ
′
s′ − ksẽs.

To daje nierówność S4 ≤ S′
4 + S′

5.
W konsekwencji ordDλ = S1 + · · · + S4 < S′

1 + · · · + S′
5 = ordD0, co przeczy

(7.10).
2. =⇒. Za lóżmy, że rodzina kie lków Vλ, λ ∈ U , jest equisingularna.

Zatem dla każdego λ ∈ U ilość sk ladowych Vλ jest taka sama. Oznaczmy
te
‘

ilość przez l. Zatem dla każdego λ ∈ U istnieje otoczenie Uλ punktu
(0, 0) ∈ C2, że

fλ = fλ1 . . . f
λ
l w Uλ

gdzie fλi (x, y) sa
‘

pseudowielomianami wyróżnionymi oraz dla kie lków Vλ
i

zbiorów V (fλi ) mamy, że Vλ = Vλ
1 ∪ ... ∪ Vλ

l jest rozk ladem Vλ na sk ladowe
nieprzywiedlne. Zmieniaja

‘
c numeracje

‘
fλ1 , ..., f

λ
l możemy za lożyć, że dla do-

wolnych λ, λ′ ∈ U , λ ̸= λ′, Vλ i Vλ′
sa

‘
equisingularne przy tej zmienionej

numeracji. Zatem z definicji equisingularności dla dowolnych λ, λ′ ∈ U ,
λ ̸= λ′

(7.18) βi(λ) = βi(λ′), i = 1, ..., l

(7.19) µ0(fλi , f
λ
j ) = µ0(fλ

′

i , fλ
′

j ), i, j = 1, ..., l, i ̸= j,

gdzie βi(λ) jest charakterystyka
‘
fλi , zaś µ0(fλi , f

λ
j ) krotnościa

‘
odwzorowania

(fλi , f
λ
j ) w zerze. Wówczas dla każdego i, jeśli przez Dλ

i oznaczymy wyróżnik
fλi , to na mocy wzoru (7.13) na rza

‘
d wyróżnika mamy

ordDλ
i =

hi(λ)∑
q=1

βi
q(λ)(eiq−1(λ) − eiq(λ)),

gdzie βi(λ) = (βi
0(λ), ..., βi

hi(λ)(λ)) i eiq(λ) = NWP(βi
0(λ), ..., βi

q(λ)). Sta
‘
d i z

(7.18) ordDλ
i nie zależy od λ dla λ ∈ U . Podobnie z (7.19) dla każdych i, j,

krotność µ0(fλi , f
λ
j ) nie zależy od λ ∈ U . Dla każdego λ ∈ U oznaczmy przez

D̃λ wyróżnik pseudowielomianu fλ. Ponieważ f jest pseudowielomianem
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monicznym wzgle
‘
dem y, wie

‘
c dla każdego λ ∈ U , mamy Dλ = D̃λ. Sta

‘
d oraz

ze wzoru (7.9) otrzymujemy, że dla dowolnego λ ∈ U mamy

ordDλ = ord D̃λ =

l∑
k=1

ordDλ
i + 2

l∑
i,j=1
i<j

µ0(fλi , f
λ
j )

jest sta ly i nie zależy od λ. Oznacza to, że dN (λ) ̸= 0 dla każdego λ ∈ U .

Wniosek 7.20. Przy za lożeniach twierdzenia 7.4 rodzina Vλ, λ ∈ U , jest
equisingularna wtedy i tylko wtedy µ(Vλ) ≡ const .

Dowód. Dla dowolnego λ ∈ U , f̂λ nie ma czynników wielokrotnych w O2, tzn.

f̂λ jest zredukowany w O2. Zatem mamy ze wzoru Teissiera ([P1] Lemat 3.2
lub [P3], Lemma 2.1)

µ0

(
fλ,

∂fλ

∂y

)
= µ(fλ) + µ0(fλ, x) − 1.

Ponieważ µ0

(
fλ, ∂f

λ

∂y

)
= ordDλ oraz µ0(fλ, x) = n, wie

‘
c ordDλ = µ(Vλ)+n−1.

Na mocy poprzedniego twierdzenia otrzymujemy teze
‘
.

Uwaga 7.21. Wniosek, analogiczny do powyższego, z zamiana
‘
liczby Milnora

µ(Vλ) na niezmiennik δ(Vλ) (zob. [P1], [P3]) nie jest prawdziwy. Wystarczy
rozważyć przyk lad rodziny kie lków w 0 ∈ C2 krzywych

V λ := {(x, y) ∈ C2 : y2 − (x3 + 2x2)y − x4(λ− 1) = 0}, λ ∈ C,

dla której mamy: δ(Vλ) = 2 dla λ ∈ C, zaś µ(Vλ) = 3 dla λ ̸= 0 i µ(V0) = 4.
Sta lość niezmiennika δ w rodzinie kie lków krzywych jest równoważna ich
“s labej equirozwia

‘
zalności” (zob. [T], Th.1.3.2).
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[K3]—, On branches at infinity of a pencil of polynomials in two complex variables, Ann. Pol.
Math. 55 (1991), 213–220.
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[Pa]W. Paw lucki, Le théorème de Puiseux pour une application sous-analytique, Bull. Polish Acad.

Sci. Math. 32 (1984), 555–560.
[T] B. Teissier, Resolution simultanee I, II, in: Séminaire sur les Singularités des Surfaces (M.
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Blowing-ups and bifurcation points I.
The Zariski theorem on equisingularity

Summary. In the paper basic elementary properties of blowing-ups of two-
dimensional complex manifolds, and an analytic proof of the Zariski theorem
on equisingularity for curves are given.
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