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Drzewa Eggersa w zwi ιezły sposób reprezentuj ιa klas ιe ekwisingularności kiełka
osobliwości krzywej zespolonej. Przeprowadzamy konstrukcj ιe drzew Eggersa za po-
moc ιa naturalnie zdefiniowanej ultametryki w zbiorze kiełków nierozkładalnych.
Anonsujemy dwa rezultaty. Podajemy opis osobliwości niezdegenerowanej w sen-
sie Kouchnirenki. Definiujemy klas ιe osobliwości jednołańcuchowych, dla których
możliwe jest odtworzenie typu ekwisingularności na podstawie jakobianowego wie-
lok ιata Newtona. Klasa ta obejmuje zarówno kiełki nierozkładalne, jak również nie-
zdegenerowane osobliwości jednostyczne, dla których tego typu rezultaty s ιa znane.

1 Preliminaria

Niech f ∈ C{X,Y } b ιedzie szeregiem zredukowanym definiuj ιacym kiełek f = 0
krzywej zespolonej w 0 ∈ C2. Gdy ord f  2, kiełek nazywamy osobliwym, gdy
ord f = 1 kiełek nazywamy nieosobliwym (gładkim). Jeżeli f jest nierozkładalny,
to kiełek f = 0 nazywamy gał ιezi ιa (gał ιezi ιa nazywamy także szereg f). Oznaczmy
przez B zbiór gał ιezi. W zbiorze tym jest określona ultrametryka [P1] zwana kon-
taktem:

d(f, g) =
(f, g)0

(ord f)(ord g)
.
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Dla f, g, h ∈ B mamy:

(d1) d(f, g) =∞ wtedy i tylko wtedy, gdy f i g definiuj ιa ten sam kiełek,

(d2) d(f, g) = d(g, f),

(d3) d(f, g)  min{d(f, h), d(g, h)}.

2 Kontakt i charakterystyka

Rozważmy rosn ιacy ci ιag d1 < d2 < . . . liczb wymiernych 1. Łatwo sprawdzić,
że istnieje jednoznacznie określony ci ιag par liczb całkowitych dodatnich (N1,M1),
(N2,M2), . . . taki, że

dk =
Mk

(N1 . . . Nk−1)2Nk
, NWP(Nk,Mk) = 1, k = 1, 2, . . .(1)

Jeżeli Nk > 1, to dk nazywamy wyrazem charakterystycznym a (Nk,Mk) par ιa
charakterystyczn ιa ci ιagu.

Przykład 2.1 Rozważmy ci ιag (2, 5/2, 11/4, 23/8, 25/3). Mamy

2 =
2
1
;

5
2
=
5
12 · 2

;
11
4
=

11
12 · 22 · 1

;

23
8
=

23
12 · 22 · 12 · 2

;
25
3
=

400
12 · 22 · 12 · 22 · 3

,

sk ιad otrzymamy ci ιag par

(1, 2), (2, 5), (1, 11), (2, 23), (3, 400) .

Pozostawiaj ιac w ci ιagu tylko wyrazy charakterystyczne (5/2, 23/8, 25/3) i po-
wtarzaj ιac konstrukcj ιe, otrzymamy te same pary charakterystyczne (2, 5), (2, 23),
(3, 400).

Niech teraz f = 0 b ιedzie gał ιezi ιa i rozważmy zbiór

D(f) = {d(f, h) : h ∈ B} .

Wykorzystuj ιac teori ιe półgrupy gał ιezi dowodzimy, że skończone elementy zbioru
D(f) mog ιa być ustawione w ci ιag rosn ιacy oraz zbiór wyrazów charakterystycznych
tego ci ιagu char(f) jest skończony. Niech g(f) := #char(f). Mamy g(f) = 0 wtedy
i tylko wtedy, gdy f = 0 jest gał ιezi ιa gładk ιa. Dla gał ιezi osobliwych wyrazy cha-
rakterystyczne char(f) porz ιadkujemy rosn ιaco: d1(f) < . . . < dg(f) i nazywamy
ci ιagiem kontaktów charakterystycznych. Ci ιagowi temu odpowiada ci ιag par charak-
terystycznych (n1,m1), . . ., (ng,mg) otrzymany z (1). Liczb ιe g = g(f) nazywamy
liczb ιa par charakterystycznych gał ιezi.
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Uwaga 2.2 Powyżej zdefiniowane pary s ιa powi ιazane z klasyczn ιa charakterystyk ιa
półgrupy (β0, . . . , βg) przez zwi ιazek

βk
β0
=

mk
n1 . . . nk

, k = 1, . . . ,g .

Rozważmy podział zbioru gał ιezi B = B0∪B1∪. . ., gdzie B0 oznacza gał ιezie gładkie,
B1 gał ιezie z jedn ιa par ιa charakterystyczn ιa, itd. Mamy

Własność 2.3 Niech f ∈ B, g = g(f). Istnieje ci ιag gał ιezi f (0), . . . , f (g) = f taki,
że

(i) f (k) ∈ Bk, k = 0, . . . ,g,

(ii) d(f, f (k−1)) = dk(f), k = 1, . . . ,g.

O ci ιagu f (0), . . . , f (g) powiemy, że realizuje kontakty charakterystyczne. Gał ιaź gła-
dka f (0) jest w tzw. maksymalnym kontakcie z f ([P2]). Ogólnie [GB-P]

dk = d(f, f (k−1)) = sup{d(f, h) : h ∈ Bk−1} , k = 1, . . . ,g .

Przykład 2.4 Niech f b ιedzie gał ιezi ιa zdefiniowan ιa przez szereg Puiseux

Y = X +X
3
2 +X2 +X

9
4 .

Mamy char(f) = (3/2, 15/8) oraz f (0) odpowiada szeregowi Y = X, zaś f (1) jest
zdefiniowane przez szereg Y = X +X3/2 +X2.

3 Kule i drzewa

Do opisu drzewa Eggersa ([E], [GB]) wykorzystujemy j ιezyk kul w przestrzeniu
ultrametrycznej ([G-L-P]). Niech f ∈ B i niech R ∈ 〈1,+∞〉. Zbiór

B(f,R) = {g ∈ B : d(f, g)  R}

b ιedziemy nazywać kul ιa o środku f i promieniu R. Zbiór gał ιezi B jest kul ιa o
promieniu jeden. Dwie dowolne gał ιezie f, g ∈ B definiuj ιa kul ιe

B(f, g) := B(f, d(f, g)) = B(g, d(f, g)) .

Dla każdej kuli B ⊂ B definiujemy średnic ιe d(B) := inf{d(f, g) : f, g ∈ B}. Jeżeli
B = B(f, g), to d(B) = d(f, g). Kula B jest zdefiniowana przez dowolne dwie gał ιezie
przecinaj ιace si ιe transwersalnie. Dla kul B1, B2 wprowadzamy cz ιeściowy porz ιadek
B1 ¬ B2 ⇔ B1 ⊃ B2 (naturalnie definiujemy ostr ιa nierówność). Przytoczymy za
Kuratowskim i Mostowskim definicj ιe drzewa.

Definicja 3.1 ([K-M], Rozdz. 2, Par. 9, Def. 6)
Zbiór X uporz ιadkowany przez relacj ιe ¬ nazywamy pseudodrzewem, jeżeli dla do-
wolnego x ∈ X zbiór poprzedników {y : y ¬ x} jest łańcuchem. Zbiór nazywamy
drzewem, jeżeli zbiór poprzedników dowolnego elementu jest dobrze uporz ιadkowany.



12

Wniosek 3.2 Dowolny skończony zbiór kul w B tworzy drzewo.

Kula B jest minimum w zbiorze wszystkich kul. Kul ιe o nieskończonej średnicy
nazywamy białymi ; pozostałe kule s ιa czarne.

Definicja 3.3 Drzewo gał ιezi f definiujemy wybieraj ιac ci ιag gał ιezi f (0), . . . , f (g) =
f realizuj ιacych kontakty charakterystyczne. Drzewem jest łańcuch kul

B0 < B1 < . . . < Bg < {f} ,(2)

gdzie B0 = B oraz Bk = B(f, f (k−1)), k = 1, . . . ,g. Definicja nie zależy od wyboru
ci ιagu. Dla gał ιezi gładkiej mamy B0 < {f}.

Przykład 3.4 Niech f b ιedzie gał ιezi ιa z Przykładu 2.4. Mamy char(f) = (3/2,
15/8). Drzewo składa si ιe z trzech kul czarnych i jednej białej.

Definicja 3.5 Rozważmy teraz dowolny kiełek opisany przez szereg zredukowany
f i niech f = f1 . . . fr b ιedzie rozkładem na czynniki nierozkładalne. Drzewo kiełka
jest sum ιa kul wyst ιepuj ιacych w drzewach gał ιezi oraz kul postaci B(fi, fj), i, j =
1, . . . , r, i 6= j.

Przykład 3.6 Rozważmy kiełek o trzech gał ιeziach f, g, h ∈ B zdefiniowanych
przez rozwini ιecia Puiseux:

f : Y = X +X
3
2 +X2 +X

9
4

g : Y = X +X
3
2 + 2X2

h : Y = X

Mamy char(f) = (3/2, 15/8), char(g) = (3/2), zaś kiełek h = 0 jest gładki. Ponadto
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d(f, g) = 7/4, d(f, h) = d(h, g) = 3/2.

Okazuje si ιe, że dotychczas zdefiniowane drzewo nie zawiera pełnej informacji o
klasie ekwisingularności kiełka. Na przykład drzewo nie zmieni si ιe, gdy w ostatnim
przykładzie gał ιaź h zast ιapimy przez gał ιaź osobliw ιa h′ zdefiniowan ιa przez szereg
Y = X + 2X3/2. Zagadnienie to wyjaśniamy w kolejnym rozdziale.

4 Kule i charakterystyka

Rozważmy dowoln ιa kul ιe B ⊂ B o średnicy d = d(B). Zajmiemy si ιe zagadnieniem:
w jakim stopniu gał ιezie f ∈ B maj ιa zgodn ιa charakterystyk ιe? Oznaczmy przez
char(f)d uci ιety ci ιag charakterystyczny wyrazów ostro mniejszych od d.

Własność 4.1 Niech B ⊂ B b ιedzie kul ιa o średnicy d = d(B). Wówczas dla do-
wolnego f, g ∈ B char(f)d = char(g)d.

Wniosek 4.2 Charakterystyka char(B) jest dobrze określona.

Analizuj ιac kule z Przykładu 3.6, mamy char(B1) = ∅, char(B3) = (3/2),
char(B2) = (3/2). Formalnie charakterystyka jest zdefiniowana dla wszystkich kul:
char(B0) = ∅, zaś dla kul o nieskończonej średnicy maj ιa charakterystyk ιe równ ιa
charakterystyce swoich gał ιezi.

Definicja 4.3 Niech B b ιedzie kul ιa, d = d(B), 1 < d < ∞. Mówimy, że kula B
jest charakterystyczna (niecharakterystyczna), jeśli liczba d w ci ιagu char(B) ∪ {d}
jest wyrazem charakterystycznym (niecharakterystycznym) w sensie (1).

Kula B1 jest charakterystyczna, gdyż liczba 3/2 jest wyrazem charakterystycznym
ci ιagu char(B1) ∪ {3/2} = (3/2). Podobnie B2, gdyż liczba 15/8 jest wyrazem
charakterystycznym w ci ιagu char(B2) ∪ {15/8} = (3/2, 15/8). Kula B3 nie jest
charakterystyczna, gdyż liczba 7/4 nie jest wyrazem charakterystycznym ci ιagu
char(B3) ∪ {7/4} = (3/2, 7/4). Konstrukcja (1) prowadzi tu do par (2, 3), (1, 7).
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Definicja 4.4 Niech B b ιedzie kul ιa o skończonej średnicy d = d(B) < ∞. Przyj-
muj ιac

B′ = {f ∈ B : d(B) ∈ char(f) } B′′ = {f ∈ B : d(B) /∈ char(f) }(3)

otrzymujemy podział kuli na cz ιeść aktywn ιa B′ oraz pasywn ιa B′′.

Uwaga 4.5 Kula niecharakterystyczna składa si ιe wył ιacznie z cz ιeści pasywnej.
Kula charakterystyczna ma obie cz ιeści niepuste.

W oznaczeniach z Przykładu 3.6 każda gał ιaź kuli B1 odpowiada jednemu z roz-
wini ιeć

y = X + cX3/2 + . . . , c ∈ C ,
przy czym gał ιaź leży w cz ιeści aktywnej B′1 dla c 6= 0 oraz w cz ιeści pasywnej B′′1
dla c = 0. Odnotujmy

Własność 4.6 Niech f (0), . . . , f (g) = f b ιedzie ci ιagiem realizuj ιacym kontakty cha-
rakterystyczne dla gał ιezi f . Dla k = 1, . . . ,g niech Bk = B(f, f (k−1)) = B′k ∪ B′′k .
Wówczas f ∈ B′k oraz f (k−1) ∈ B′′k .
W szczególności gładkie kontakty maksymalne leż ιa zawsze w cz ιeści pasywnej.
Podstaw ιa definicji pełnego drzewa Eggersa b ιedzie

Własność 4.7 Niech B < C b ιed ιa dowolnymi kulami i niech B = B′ ∪B′′ b ιedzie
podziałem na cz ιeść aktywn ιa i pasywn ιa. Wówczas C ⊂ B′ lub C ⊂ B′′.
Dotychczas zdefiniowaliśmy drzewo Eggersa jako zbiór uporz ιadkowanych kul w
przestrzeni ultrametrycznej. Kule te odpowiadaj ιa wierzchołkom grafu. Kraw ιedź
grafu b ιedzie odpowiadała każdej parze B < C, bezpośrednio nast ιepuj ιacych po
sobie kul, przy czym kraw ιedź jest aktywna (zapisywana lini ιa ci ιagł ιa), jeśli C ⊂ B′
lub pasywna (zapisywana lini ιa przerywan ιa), gdy C ⊂ B′′. Poniżej prezentujemy
pełne drzewo Eggersa dla kiełka fgh = 0 z Przykładu 3.6 oraz dla kiełka fgh′ = 0
omawianego za tym przykładem.

Uwaga 4.8 Z wierzchołka niecharakterystycznego wychodz ιa tylko kraw ιedzie pa-
sywne (co najmniej dwie); z wierzchołka charakterystycznego wychodzi co najwyżej
jedna kraw ιedź pasywna i co najmniej jedna kraw ιedź aktywna.
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5 Anonsowane rezultaty

Drzewa Eggersa pomagaj ιa opisać typ topologiczny kiełka osobliwego w sposób
zwi ιezły. Rozważmy łańcuch w drzewie Eggersa złożony z nast ιepuj ιacych po sobie
kul. Łańcuch ten nazwiemy gładkim jeżeli zaczyna si ιe od kuli B oraz wszystkie jego
poł ιaczenia s ιa pasywne. Dwa takie łańcuchy s ιa transwersalne jeżeli B jest ich jedy-
nym elementem wspólnym. Rezultat [GB-L-P] można wypowiedzieć nast ιepuj ιaco:

Twierdzenie 5.1 Rozważmy drzewo Eggersa kiełka niezdegenerowanego w sensie
Kouchnirenki. Wówczas zachodzi jeden z przypadków:

(i) wszystkie kule czarne tworz ιa gładki łańcuch,

(ii) wszystkie kule czarne tworz ιa dwa gładkie transwersalne łańcuchy.

Zauważmy, że jeżeli łańcuch jest gładki, to istnieje gał ιaź gładka, która należy do
wszystkich jego kul. Gał ιaź t ιe nazwiemy osi ιa łańcucha gładkiego. Jeżeli ostatnia
kula łańcucha jest biała, to ona sama określa jednoznacznie oś łańcucha; jeżeli
ostatnia kula jest czarna, to osi ιa jest dowolna gał ιaź wybrana z jej cz ιeści pasywnej.
Jeżeli kiełek spełnia założenia punktu (i) twierdzenia (punktu (ii) ), to wybieraj ιac
układ współrz ιednych w ten sposób, że jedna z osi pokrywa si ιe z osi ιa łańcucha
(obie osie pokrywaj ιa si ιe z osiami łańcuchów), otrzymamy układ, w którym szereg
opisuj ιacy kiełek jest niezdegenerowany.
Kiełek nazwiemy jednołańcuchowym, gdy wszystkie kule czarne w drzewie Eg-

gersa tworz ιa jeden łańcuch. Teissier [T] zaproponował niezmiennik osobliwości
zwany jakobianowym wielok ιatem Newtona. Można zadać pytanie, czy wielok ιat ten
określa typ osobliwości kiełka krzywej? Eggers [E] podał przykład, że nie. Odpo-
wiedź pozytywn ιa uzyskujemy dla gał ιezi [M] oraz dla niezdegenerowanych kiełków
jednostycznych [L]. Poniższe twierdzenie uogólnia dwa cytowane rezultaty.
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Twierdzenie 5.2 W klasie kiełków jednołańcuchowych jakobianowy wielok ιat New-
tona określa typ ekwisingularności.
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On Egger’s tree and curve germ singularities

Summary. Egger’s tree is a brief representation of a curve germ singularity. We
present a construction of Egger’s tree by using naturally defined ultrametric in
the space of branches. We announce two results. We show a description of nonde-
generate curve singularity. Then we define a new class of singularities (with one
chain in the tree) for which the equisingulatity type is determined by the jacobian
Newton polygon. This new class includes branches and nondegenerate unitangent
singularities for which such results are known.
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