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Geneza problemu i motywa
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@ Geneza problemu i motywacja
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Geneza problemu i motywacja
(o] Jelele]

Hipoteza SHGH

.« 5=C[PY,
® Z=mPr+ ...+ mgPs, (Z)=IP1)™ N...0I(Ps)™,

 dime ([1(2))9) > max { (") = X, ("7, 0}
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.« 5=C[PY,
® Z=mPr+ ...+ mgPs, (Z)=IP1)™ N...0I(Ps)™,

 dime ([1(2))9) > max { (") = X, ("7, 0}
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Geneza problemu i motywacja

[e] le]e]e}

Hipoteza SHGH

.« 5=C[PY,
® Z=mPr+ ...+ mgPs, (Z)=IP1)™ N...0I(Ps)™,

 dime ([1(2))9) > max { (") = X, ("7, 0}

8i0+"'+7:NF

Fell2) < (P) =0, ip+...+iy<mj—1.

Qb - 0Ny

Dla N = 2 scharakteryzowac takie Z,t, ze

dime ([X(2)) > max { (-2 (™) 1)»0} -

=1
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Geneza problemu i motywacja

[e]e] lele}

Hipoteza SHGH

Hipoteza (Segre '61)

Niech Z bedzie schematem w P? punktéw w pozycji ogélnej
Pi,..., Py Jedli dim ([I(2)];) > max { (%) = S22, (™51, 0},
to istnieje nierozktadalny wielomian F taki, ze F? | G dla kazdego

G € [I(2)]
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Geneza problemu i motywacja
[e]e]e] o]

Przyktad

P2. P3.
Py Py
[ ] [ ]

Z =3P, + Py +3P3 + Py C P?
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Geneza problemu i motywacja
[e]e]e] o]

Przyktad

P2. P3.
P N P4.

Z=23P) + Py +3P3+ P, C P2
dim[/(Z)]a > max {0, (*3%) = 2(°}") —2(3)} =1

Grzegorz Malara (praca wspélna z Halszka Tutaj-Gasifiska) Uniwersytet Komisji Edukacji Narodowej w Krakowie

Krzywe niespo ane typu (d +



Geneza problemu i motywacja
[e]e]e] o]

Przyktad

Cy

Z=23P) + Py +3P3+ P, C P2
dim[/(Z)]a > max {0, (*3%) = 2(°}") —2(3)} =1
[(H(2)]42(L*Cy, L*Cy),
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Geneza problemu i motywacja
[e]e]e] o]

Przyktad

Z =3P, + Py +3P3+ Py C P?
dim[I(Z)]s > max {0, (3) —2(*4") —2(3)} = 1
[(2)]a=(L*Cy, [*Ca), 2=dim[I(Z)]s > 1.
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Geneza problemu i motywacja
0000e

Hipoteza (Segre '61)

CQ 02

01 Cl
Z =3P+ Py+3P3+ Py 7 =P +Py+P3+ Py
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Geneza problemu i motywacja
0000e

Hipoteza (Segre '61)

CQ 02

01 Cl

Z =3P+ Py+3P3+ Py 7 =P +Py+P3+ Py
2 = dim[/(2)]4 = dim[I(Z)]> = max {0, (252) - 4(3)} =
max{0,6 —4} = 2.
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@ Krzywe niespodziewane typu (d+ 1, d)
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Krzywe niespodziewane typu (d + 1, d)
(o] lelelelele]

Problem (Cook II, Harbourne, Migliore and Nagel, 201

Niech Z= P; + ...+ P, C P? bedzie schematem ustalonych punktéw i
niech () bedzie punktem ogdlnym. Scharakteryzowaé te Z, ¢, dla ktérych

dime[I(Z+ mQ)], > max { (tt 2) — s (m; 1),0} .
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Krzywe niespodziewane typu (d + 1, d)
(o] lelelelele]

Problem (Cook II, Harbourne, Migliore and Nagel, 2018)

Niech Z= P; + ...+ P, C P? bedzie schematem ustalonych punktéw i
niech () bedzie punktem ogdlnym. Scharakteryzowaé te Z, ¢, dla ktérych

dime[I(Z+ mQ)], > max { (tt 2) — s (m; 1),0} .

Definicja (CHMN, 2018)

Niech Z= P; + ...+ P, bedzie zbiorem pojedynczych punktéw w P2,
Méwimy, ze Z wyznacza krzywa niespodziewang stopnia m + 1 jesli
dla punktu ogélnego @ € P2 punkt ttusty m(@Q) nie narzuca niezaleznych
warunkéw na przestrzen krzywych stopnia m + 1 przechodzacych przez Z,
t.,

e {12 + Qs > s {amcl12)ss — ("5 1) 0}
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Krzywe niespodziewane typu (d + 1, d)
[e]e] lelelele]

Rozwdj badan:

® Bauer, Th., Malara, G., Szpond, J., Szemberg, T.:Quartic unexpected
curves and surfaces, Manuscripta Mathematica 161, (2020) 283-292

® De Poi, P., llardi, G.:Companion varieties for Hesse, Hesse union dual
Hesse arrangements, J. Commut. Algebra 15 (2023) 1-13

® Di Marca, M., Malara, G., Oneto, A., Unexpected curves arising from
special line arrangements, J. Algebraic Combin. 51 (2020), 171-194

® Dimca, A., Unexpected curves in P? line arrangements, and minimal
degree of jacobian relations, J. Commut. Algebra 15 (2023) 15-30

® Dumnicki, M., Farnik, £., Harbourne, B., Malara, G., Szpond, J.,
Tutaj-Gasinska, H:A matrixwise approach to unexpected surfaces, Linear
Algebra Appl. vol. 592 (2020), 113-133

® Dumnicki, M., Harbourne, B., Roe, J., Szemberg, T., Tutaj-Gasinska,
H.:Unexpected surfaces singular on lines in P2, European Journal of
Mathematics, 17 Nov. 2020
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Krzywe niespodziewane typu (d + 1, d)
[e]e]e] Jelele]

Rozwdj badan:

® Farnik, £., Galuppi, F., Sodomaco, L., Trok, W., On the unique
unexpected quartic in P?, J. Algebraic Combin. 53 (2021), 131-146

® Favacchio, G., Guardo, E., Harbourne, B., Migliore, J.: Expecting the
unexpected: Quantifying the persistence of unexpected hypersurfaces,
Adv. in Math., 388 (2021)

® Harbourne, B., Migliore, J., Nagel, U., Teitler, Z.: Unexpected
hypersurfaces and where to find them, Michigan Math. J. 70 (2020),
301-339

® Harbourne, B., Migliore, J., Tutaj-Gasiniska, H.: New constructions of
unexpected hypersurfaces in P", Rev. Mat. Complut. (2020), 18p.

® Kabat, J., Strycharz-Szemberg, B.: Diminished Fermat-type arrangements
and unexpected curves, Comptes Rendus Mathématique 358 (2020)
603-608
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[e]e]e]e] Tele]

Rozwdj badan:

® Szpond, J.: Unexpected hypersurfaces with multiple fat points, Journal of
Symbolic Computation, 109, (2022), 510-519

® Trok, B.: Projective duality, unexpected hypersurfaces and logarithmic
derivations of hyperplane arrangements,
https://arxiv.org/abs/2003.02397

® i wiele innych
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00000e0

Konstrukcja z [CHMN]
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[e]o]e]e]e] o)

Konstrukcja z [CHMN]

]P2

Z={P1,...

7Pt}
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00000e0

Konstrukcja z [CHMN]

ll,...,lt, f:Elﬁt Z:{Pl,...,Pt}
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Krzywe niespodziewane typu (d + 1, d)
00000e0

Konstrukcja z [CHMN]

P? P?
ll,...,lt, f:Elﬁt Z:{Pl,...,Pt}
L:aa+Bb+~vc=0
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Krzywe niespodziewane typu (d + 1, d)
00000e0

Konstrukcja z [CHMN]

P2 P?
ll,...,lt, f:Elﬁt Z:{Pl,...,Pt}

L:aa+Bb+~vc=0 L=Pr=(a,p,7)
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Krzywe niespodziewane typu (d + 1, d)
00000e0

Konstrukcja z [CHMN]

P2 P?
byoooyly, f=4L41--- 4 Z={Pi,..., P}
L:aa+Bb+~vc=0 L="Pr=(a,3,7)

(s0, 81, 82, 83) to syzygie (fa,fv,fe, L),
gdzie deg(so) = deg(s1) = deg(s2) = d
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Krzywe niespodziewane typu (d + 1, d)
00000e0

Konstrukcja z [CHMN]

P2 P2
Lyooosly f=L1- b Z={Py,..., P}
L:aa+Bb+yc=0 L="P,=(a,B,7)

(s0, 81, 82, 83) to syzygie (fa,fv,fe, L),
gdzie deg(so) = deg(s1) = deg(s2) = d

Q= (abc) €L Lo=az+ by+cz
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[e]o]e]e]e] o)

Konstrukcja z [CHMN]

]P>2

by, ...l f=0l1--- 4

L:aa+Bb+~yc=0

(s0, 81, 52,83) to syzygie (fa,fo,fe, L),
gdzie deg(so) = deg(s1) = deg(s2) = d

Q= (abc) €L
s(Q) = (50(Q), 51(Q), 52(Q))

Lo=ar+by+cz
Ly = so(Q)z+ s1(Q)y + 52( Q)2
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Krzywe niespodziewane typu (d + 1, d)

[e]o]e]e]e] o)

Konstrukcja z [CHMN]

]P>2

by, ...l f=0l1--- 4

L:aa+Bb+~yc=0

(s0, 81, 52,83) to syzygie (fa,fo,fe, L),
gdzie deg(so) = deg(s1) = deg(s2) = d

Q= (abc) €L
s(Q) = (50(Q), 51(Q), 52(Q))

Lo=ar+by+cz
Ly = so(Q)z+ s1(Q)y + 52( Q)2

P= LQ n LS(Q>
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Krzywe niespodziewane typu (d + 1, d)
00000e0

Konstrukcja z [CHMN]
P2 P2

ll,...,lt, fzélét Z:{Pl,...,Pt}
L:aa+Bb+~vc=0 LZPLI((LB,’Y)

(807 517 527 83) to SyZygie (favfb7f67 L)’
gdzie deg(so) = deg(s1) = deg(s2) = d

Q=(abc)elL Lo=az+ by+ cz
5(Q) = (50(Q), 51(Q), 52(Q)) Lyg) = 50(Q)z+ s1(Q)y + s2(Q)z
P= LQDLS(Q)

® Proste Lq, Ly przecinaja si¢ (w ogdlnoéci) w punkcie P,
zadajac odwzorowanie L > Q — P € P2, ewentualnie
niezdefiniowane jesli £, ) = £

® Punkty @ € L zadaja punkty P, ktére tworza krzywa C
stopnia d+1

® (' przechodzi przez punkty Z oraz multCp, = d
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000000

Uogélnienie

Czy mozna uogdlni¢ podana konstrukcje?
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© Krzywe niespodziewane typu (d + k, d)
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Krzywe niespodziewane typu (d + k, d)
(o] lelele]e]e]

Krzywe niespodziewane typu (d + £, d)

Definicja (Krzywa niespodziewana typu (d+ k, d))

Méwimy, ze krzywa C, zadana jako forma stopnia d+ kw [Iz] gk,
majaca punkt ogdlny P krotnosci m, jest niespodziewana typu
(d+ K, d) jesli

. . m+1
dlm[IZUmP]d+k > max (0, dlm[IZ]ch — < 9 >> ;

ponadto znikanie na Z zadaje niezalezne warunki na formy stopnia
d+ k.
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Krzywe niespodziewane typu (d + k, d)
[e]e] lelelele]

Konstrukcja na bazie syzygii
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Krzywe niespodziewane typu (d + k, d)
[e]e] lelelele]

Konstrukcja na bazie syzygii

P? P?
Z=A{l,..., b}, f=ti---L Z={P1,...,P}
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Konstrukcja na bazie syzygii

Krzywe niespodziewane typu (d + k, d)
[e]e] lelelele]

IVPQ

]P>2

Z=A{l,..., b}, f=ti---L

Z={Py,..., P}

L:aa+Bb+vc=0

L:PL: (a,/@7ry)
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Krzywe niespodziewane typu (d + k, d)
[e]e] lelelele]

Konstrukcja na bazie syzygii

P2 P?
Z={l,...,}, f=t1--4 Z={Pi,...,P}
L:aa+ Bb+~yc=0 L="rL=(a,B,7)

(gk,o,o, <+ +5 90,0,k g)

to syzygie (fu, fo, fo)* + (L) gdzie
deg(gi,iz,is) = d

Uniwersytet Komisji Edukacji Narodowej w Krak
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Krzywe niespodziewane typu (d + k, d)
[e]e] lelelele]

Konstrukcja na bazie syzygii

P2 P?
Z={l,...,}, f=t1--4 Z={Pi,...,P}
L:aa+ Bb+~yc=0 L="rL=(a,B,7)

(gk,o,o, <+ +5 90,0,k g)

to syzygie (fu, fo, fo)* + (L) gdzie
deg(gi,iz,is) = d

Q= (ab,c) €L
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Krzywe niespodziewane typu (d + k, d)
[e]e] lelelele]

Konstrukcja na bazie syzygii

P2 P?
Z={l,...,}, f=t1--4 Z={Pi,...,P}
L:aa+ Bb+~yc=0 L="rL=(a,B,7)
(gk,0,0» <+, 90,0,k g) SQ(Q:’ Y, Z) =

to syzygie (fa, fo, f-)" + (L) gdzie 95,0,0( Q)T+ gk—1,1,0(Q) ="yt - ~490,0,1( Q) 2
deg(gi,iz,is) = d
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Krzywe niespodziewane typu (d + k, d)
[e]e] lelelele]

Konstrukcja na bazie syzygii

P2 P?
Z={l,...,}, f=t1--4 Z={Pi,...,P}
L:aa+ Bb+~yc=0 L="rL=(a,B,7)
(gk,0,0» <+, 90,0,k g) SQ(Q:’ Y, Z) =

to syzygie (fa, fo,fo)" + (L) gdzie | g1.0,0(Q)7*+g4—1,1,0(Q" Lyt +g0,0,5(Q) 2
deg(giy,iz,i3) = d
Q= (a,bc)eL Lo=az+by+ cz
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Krzywe niespodziewane typu (d + k, d)
[e]e] lelelele]

Konstrukcja na bazie syzygii

P2 P?
Z={l,...,}, f=t1--4 Z={Pi,...,P}
L:aa+ Bb+~yc=0 L="rL=(a,B,7)
(gk,0,0» <+, 90,0,k g) SQ(Q:’ Y, Z) =

to syzygie (fa, fo,fo)" + (L) gdzie | g1.0,0(Q)7*+g4—1,1,0(Q" Lyt +g0,0,5(Q) 2
deg(giy,iz,i3) = d
Q= (a,bc)eL Lo=az+by+ cz

LoNnSg
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Krzywe niespodziewane typu (d + k, d)
[e]e]e] lelele]

Uktad réwnan

aa+ Bb+vc=0
ax+ by+ cz=0 (*)
So(w,y,2) = 0.

jest nieokreslony w @ = (a, b, ¢) € L, jesli dla wszystkich (z, y, 2)
zachodzi Sg(z,y, 2) = (az + by + c2)*.

Twierdzenie | —, Tutaj-Gasinska (2021)]

©® Uktfad (%) moze by¢ nieokreslony tylko w punktach Q € Zn L.

® Rozwiazania (7,7, 2) uktadu () leza na krzywej Cj, C P?
stopnia co najwyzej d+ k.

© (' przechodzi przez punkty zbioru Z.

O (1 ma punkt krotnosci przynajmniej d w Prp.
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Krzywe niespodziewane typu (d + k, d)
[ee]ele] Tele]

Interesujacy przyktad

® Niech F,, = (2" — y") (2™ — 2™)(y" — 2"), wtedy Z sktada sie z
n? + 3 punktéw.
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Krzywe niespodziewane typu (d + k, d)
[ee]ele] Tele]

Interesujacy przyktad

® Niech F,, = (2" — y") (2™ — 2™)(y" — 2"), wtedy Z sktada sie z
n? + 3 punktéw.
n—1
® DF, = xyz H (z+ €'y + ¢2), gdzie e jest n-tym
i,j=0
prymitywnym pierwiastkiem z jedynki.

Grzegorz Malara (praca wspélna z Halszka Tutaj- Uniwersytet Komisji Edukacji Narodowej w Krak
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Krzywe niespodziewane typu (d + k, d)
[ee]ele] Tele]

Interesujacy przyktad

® Niech F,, = (2" — y") (2™ — 2™)(y" — 2"), wtedy Z sktada sie z
n? + 3 punktéw.
n—1
® DF, = xyz H (z+ €'y + ¢2), gdzie e jest n-tym
i,j=0
prymitywnym pierwiastkiem z jedynki.
® Niech n=4 oraz (d+ k, d) = (7,5).

Grzegorz Malara (praca wspélna z Halszka Tutaj- Uniwersytet Komisji Edukacji Narodowej w Krak
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Krzywe niespodziewane typu (d + k, d)
0O0000e0

Interesujacy przyktad

Cars = (5b4c + 305)zﬁy+ (—20ab30)15y2 + (30(12b2 D)z4y3 + (—20a3bc)13y4 + (5a4c — 305)12y5+
(—3b5—5bc4)zsz+(10ab4—1Oac4)zsyz+(—10a2 b3)z41,/2z—0—(5a4= b+5bc4)1:2y4z+(—2a5+10ac4)zy52+(20ab03)2522+
(IOa2 03)z4yz2 + (—QOabcg)my4z2 + (—100,2c3)y5z2 + (—30a2b62)x4z3 + (300,2b62)y423 + (20a3bc)z3z4+

(75a4c75b4c)x2yz4+(20ab3c)wy2z4+(730a2b2 c)y3z4+(75a4b+3b5)w2z5+(2a5710ab4)1‘yz5+(10a2 bS)y225 =0.

Grzegorz Malara (praca wspélna z Halszka

isji Edukacji Narodowej w Krakowie
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Krzywe niespodziewane typu (d + k, d)
0O0000e0

Interesujacy przyktad

Cars = (5b4c + 305)zﬁy+ (—20ab30)15y2 + (30(12b2 D)z4y3 + (—20a3bc)13y4 + (5a4c — 305)12y5+
(—3b5—5bc4)zsz+(10ab4—1Oac4)zsyz+(—10a2 b3)z41,/2z—0—(5a4= b+5bc4)1:2y4z+(—2a5+10ac4)zy52+(20ab03)2522+
(IOa2 03)z4yz2 + (—QOabcg)my4z2 + (—100,2c3)y5z2 + (—30a2b62)x4z3 + (300,2b62)y423 + (20a3bc)z3z4+

(75a4c75b4c)x2yz4+(20ab3c)wy2z4+(730a2b2 c)y3z4+(75a4b+3b5)w2z5+(2a5710ab4)1‘yz5+(10a2 bS)y225 =0.

C/4,7.5 = (500,})6 2

+ 90ab? 66)m4y3 + (—150a2 b°c? — 9042 b66)$3y4 + (150(13 bt e? + 3043 66)m2y5+
(—500.4b3(:2 — BObSCG)myG + (—BDbBC — 60b%c® — 6c9)m5yz+ (5Oa,b7c - 1100,b3c5)x4y2z+
(60(13bc5)z2 y4z+(750a4 bte—30a c5+90b4 P +6c9)zy5z+(30a5 b3 c+50ab3 c5)y6z+(15b9+66b5 c4+15bc8)15z2+
(72511178 + 190ab* ¢* + 15a(;8)14yz2 + (25a4b5 — 15a%bet — 7500t — l5bc8)a:y4z2+
(=15a°b* + 9a%c* — 175ab*c* — 15ac®)y° 22 + (—200ab® 3 — 60abc” )2t 2® + (200ab° ¢ + 60abe” )yt 22+
(150(12 b° 62+90a2b06)m324+(—150a3 bt c? —304° cs)z2yz4+(50a4 b3 62+30b3 cs)zy224+(—50ab6 2 —90ab? cG)y324+
(—60a3b05)$2z5 + (50a4b4c + 3040t ° + 306%¢ — 30b405)zy25 + (—30a5b3c — 50ab” ¢ + 60ab3c5)y2z5+

(=250 + 15a%bet — 150% 4+ 96° ¢*)a2® + (15a°b* — 9a%c* + 25ab® — 15ab*c?)y28 = 0.

Grzegorz Malara (praca wspélna z Halszka

isji Edukacji Narodowej w Krakowie
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Krzywe niespodziewane typu (d + k, a
0O00000e

Dziekuje za uwage!

Grzegorz Malara (praca wspélna z Halszka in misji Edukacji Narodowej w Krakowie
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