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W LAŚCIWOŚĆ ODWZOROWAŃ WIELOMIANOWYCH
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Niech F = (P,Q) : C2 → C2 b ιedzie odwzorowaniem wielomianowym którego
jakobian jest sta l ιa różn ιa od zera. L.A. Campbell udowodni l w pracy [C], wzmac-
niaj ιac wcześniejsze rezultaty innych autorów, że jeżeli restrykcja F do sk ladowej
nierozk ladalnej w lókna P−1(0) jest odwzorowaniem w laściwym to F jest automor-
fizmem wielomianowym. Naszym celem jest podanie krótkiego dowodu twierdzenia
Campbella w oparciu o pewne znane fakty. Zarazem, przypomnimy kilka innych
rezultatów dotycz ιacych w laściwości i hipotezy jakobianowej.

Odwzorowanie F = (P,Q) : C2 → C2 takie, że JacF ∈ C\{0} b ιedziemy nazywać
odwzorowaniem jakobianowym. S lynna hipoteza jakobianowa jest przypuszcze-
niem, że każde odwzorowanie jakobianowe jest automorfizmem wielomianowym.
Istnieje szereg twierdzeń mówi ιacych, że pewne dodatkowe za lożenia, obok sta lości
jakobianu, gwarantuj ιa odwracalność odwzorowania F . Mi ιedzy innymi mamy

Twierdzenie 1. Jeżeli odwzorowanie jakobianowe F jest w laściwe to jest ono au-
tomorfizmem wielomianowym.

Twierdzenie 1 wynika z nast ιepuj ιacego faktu topologicznego którego uzasadnienie
można znależć ksi ιażce [L] (Propozycje 1 i 2, str. 64, 65):
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Twierdzenie 2. W laściwy, lokalny homeomorfizm z niepustej i spójnej przestrzeni
Hausdorffa do Rn jest globalnym homeomorfizmem.

Na pocz ιatku lat 90-tych J. Ch ιadzyński i T. Krasiński [CH-K] oraz niezależnie
L. Drużkowski [D] pokazali, że za lożenie o w laściwości odwzorowania F w twierdze-
niu 1 można os labić.

Twierdzenie 3 (Ch ιadzyński-Krasiński, Drużkowski). Jeżeli odwzorowanie
F = (P,Q) : C2 → C2 jest jakobianowe oraz Q/{P (X,Y )=0} : {P (X,Y ) = 0} → C
jest odwzorowaniem w laściwym to F jest automorfizmem wielomianowym.

Z kolei w roku 95 L.A.Campbell poda l nast ιepuj ιace wzmocnienie powyższego
rezultatu:

Twierdzenie 4 (Campbell, [C]). Niech F b ιedzie odwzorowaniem jakobianowym
oraz niech V b ιedzie nierozk ladaln ιa sk ladow ιa krzywej {P (X,Y ) = 0}. Jeżeli odwzo-
rowanie Q/V : V → C jest w laściwe, to F jest automorfizmem wielomianowym.

Dowód twierdzenia Campbella. Zauważmy, że odwzorowanie Q/V : V → C
jest w laściwym, lokalnym biholomorfizmem (ponieważ JacF = const. ̸= 0). Zatem,
wobec twierdzenia 2, jest ono biholomorfizmem. Korzystaj ιac z twierdzenia Ruska-
Winiarskiego (zob. [R-W]) mówi ιacego, że odwzorowanie holomorficzne pomi ιedzy
krzywymi algebraicznymi jest regularne, stwierdzamy, że odwzorowanie (Q/V )−1 :
C → V jest regularne, czyli że odwzorowanie Q/V jest biregularne. Zastosujemy
teraz twierdzenie Abhyankara-Moha-Suzuki, które przytoczymy w dogodnej dla nas
wersji (zob. [A-M], [S]).

Twierdzenie 5 (Abhyankar-Moh-Suzuki). Niech V b ιedzie afiniczn ιa krzyw ιa
biregularn ιa z C. Wtedy wielomian minimalny opisuj ιacy krzyw ιa V jest wspó lrz ιedn ιa
automorfizmu wielomianowego.

Korzystaj ιac z powyższego stwierdzamy, że istnieje wielomian P1 b ιed ιacy wspó l-
rz ιedn ιa automorfizmu, który dzieli wielomian P . Do zakończenia dowodu wystarczy
zastosować nast ιepuj ιacy (znany specjalistom) fakt:

Twierdzenie 6. Niech F = (P,Q) : C → C b ιedzie odwzorowaniem jakobianowym.
Jeżeli wielomian P posiada dzielnik P1 b ιed ιacy wspó lrz ιedn ιa automorfizmu wielomi-
anowego to F jest automorfizmem, co wi ιecej P = const.P1

Krótki dowód ostatniego twierdzenia jest podany w pracy [G-P]. Jest on oparty
na dobrze znanej w lasności mówi ιacej że diagramy Newtona wspó lrz ιednych odwzo-
rowania jakobianowego s ιa wielok ιatami podobnymi (zob. [N-N]).
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Properness of polynomial mappings
and the jacobian conjecture

Summary. Let F be a polynomial mapping of complex plane to itself with a
constant nonzero Jacobian. In the paper [C] L.A. Campbell proved that if the
mapping F is proper along a single connected component of a fiber of a component
mapping then it is invertible. The aim of this note is to present a simple proof of
the Campbells theorem using some well-known facts.
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