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De�nicja

Zbiór H nazywamy monoidem przemiennym ze skracaniem,
je»eli jest póªgrup¡ przemienn¡ z elementem neutralnym oraz
dla dowolnych a, b, c ∈ H zachodzi warunek

ab = ac ⇒ b = c .

Przykªad: R \ {0} z mno»eniem, gdzie R jest dziedzin¡
(pier±cieniem przemiennym z jedynk¡ bez dzielników zera).
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De�nicja

(a) Element a ∈ H nazywamy nierozkªadalnym, je»eli nie
mo»na go przedstawi¢ w postaci a = bc , gdzie
b, c ∈ H \ H∗.

(b) Element a ∈ H nazywamy bezkwadratowym, je»eli nie
mo»na go przedstawi¢ w postaci a = b2c , gdzie
b ∈ H \ H∗, c ∈ H .

Oznaczenia

IrrH � zbiór elementów nierozkªadalnych w monoidzie H ,
Sqf H � zbiór elementów bezkwadratowych w monoidzie H .
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De�nicja

(a) Element a ∈ H nazywamy nierozkªadalnym, je»eli nie
mo»na go przedstawi¢ w postaci a = bc , gdzie
b, c ∈ H \ H∗.

(b) Element a ∈ H nazywamy bezkwadratowym, je»eli nie
mo»na go przedstawi¢ w postaci a = b2c , gdzie
b ∈ H \ H∗, c ∈ H .

Oznaczenia

IrrH � zbiór elementów nierozkªadalnych w monoidzie H ,
Sqf H � zbiór elementów bezkwadratowych w monoidzie H .

�ukasz Matysiak Wªasno±ci elementów bezkwadratowych w monoidach przemiennych ze skracaniem



Motywacje
Warunek wystarczaj¡cy dla IrrM ⊂ Sqf H

Warunki konieczne i wystarczaj¡ce dla Sqf M ⊂ Sqf H
Faktoryzacje bezkwadratowe w monoidach

Klasy�kacja monoidów wzgl¦dem faktoryzacji bezkwadratowych
Elementy radykalne

Przykªady
Bibliogra�a

Twierdzenie

Niech B b¦dzie dziedzin¡ z jednoznaczno±ci¡ rozkªadu. Niech
R b¦dzie poddziedzin¡ B takim, »e R∗ = B∗ oraz R0 ∩ B = R ,
gdzie R0 oznacza ciaªo uªamków dziedziny R . Nast¦puj¡ce
warunki s¡ równowa»ne:
(a) Sqf R ⊂ Sqf B ,
(b) ∀a ∈ B , b ∈ Sqf B ,

a2b ∈ R \ {0} ⇒ a, b ∈ R .

P. J¦drzejewicz, J. Zieli«ski, Analogs of Jacobian conditions for subrings,
J. Pure Appl. Algebra 221 (2017), 2111-2118, arXiv: 1601.01508.
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Uogólniona Hipoteza jakobianowa

Niech k b¦dzie ciaªem charakterystyki 0. Dla ka»dych wielomianów
f1, f2, . . . , fr ∈ k[x1, . . . , xn], gdzie n > 2 oraz r ∈ {2, . . . , n}, je±li

(1) nwd
( ∣∣∣∣∣∣∣∣

∂f1
∂xj1

· · · ∂f1
∂xjr

...
...

∂fr
∂xj1

· · · ∂fr
∂xjr

∣∣∣∣∣∣∣∣ , 1 6 j1 < . . . < jr 6 n
)
∈ k \ {0},

to k[f1, . . . , fr ] jest algebraicznie domkni¦ty w k[x1, . . . , xn].
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Twierdzenie

Zaªo»my, »e wielomiany f1, f2, . . . , fr s¡ algebraicznie niezale»ne
nad k , wówczas nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:
(a) (1),
(b) ka»dy element nierozkªadalny w k[f1, . . . , fn] jest

bezkwadratowy w k[x1, . . . , xn],
(c) ka»dy element bezkwadratowy w k[f1, . . . , fn] jest

bezkwadratowy w k[x1, . . . , xn].

�ukasz Matysiak Wªasno±ci elementów bezkwadratowych w monoidach przemiennych ze skracaniem



Motywacje
Warunek wystarczaj¡cy dla IrrM ⊂ Sqf H

Warunki konieczne i wystarczaj¡ce dla Sqf M ⊂ Sqf H
Faktoryzacje bezkwadratowe w monoidach

Klasy�kacja monoidów wzgl¦dem faktoryzacji bezkwadratowych
Elementy radykalne

Przykªady
Bibliogra�a

Warunek wystarczaj¡cy dla

IrrM ⊂ Sqf H
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Stwierdzenie

Niech H b¦dzie monoidem oraz M podmonoidem monoidu H .
Rozwa»my nast¦puj¡ce warunki:
(a) ∀a ∈ H , b ∈ Sqf H ,

a2b ∈ M ⇒ a, ab ∈ M ,

(b) IrrM ⊂ Sqf H .
Wówczas (a) ⇒ (b).
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Twierdzenie

Niech H b¦dzie monoidem faktorialnym. Niech M ⊂ H b¦dzie podmonoidem
takim, »e M∗ = H∗. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(a) ∀a ∈ H,∀b ∈ Sqf H,
a2b ∈ M ⇒ a, ab ∈ M,

(b) ∀s0, s1, . . . , sn ∈ Sqf H,

s0s
2

1 s
2
2

2 . . . s
2
n

n ∈M ⇒ si si+1s
2

i+2s
2
2

i+3 . . . s
2
n−i−1

n ∈M, i = 0, . . . , n − 1; sn∈M,

(c) ∀s1, s2, . . . , sn ∈ Sqf H, si rpr sj , i 6= j ,

s1s
2

2 s
3

3 . . . s
n
n ∈ M ⇒ sn, sn−1sn, sn−2sn−1sn, . . . , s1s2 . . . sn ∈ M,

(d) ∀s1, s2, . . . , sn ∈ Sqf H, si | si+1, i = 1, . . . , n − 1,

s1s2 . . . sn ∈ M ⇒ s1, s2, . . . , sn ∈ M,

(e) ∀a ∈ H, b ∈ Sqf H, a | bn, ab ∈ M ⇒ a, b ∈ M.
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Warunki konieczne

i wystarczaj¡ce dla

SqfM ⊂ Sqf H
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Twierdzenie

Niech H b¦dzie monoidem faktorialnym. Niech M ⊂ H b¦dzie
podmonoidem takim, »e M∗ = H∗. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:
(a) SqfM ⊂ Sqf H,
(b) IrrM ⊂ Sqf H oraz ∀a, b ∈ M,

a rprM b ⇒ a rprH b,

(c) IrrM ⊂ Sqf H oraz ∀a, b ∈ IrrM,

a 6∼M b ⇒ a rprH b,

(d) M = H∗ ×F(B), gdzie B jest dowolnym zbiorem parami wzgl¦dnie
pierwszych (w H) nieodwracalnych elementów bezkwadratowych w
H,
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Twierdzenie c.d.

(e) ∀s1, s2, . . . , sn ∈ Sqf H, si rprH sj , i 6= j ,

s1s
2
2 s

3
3 . . . s

n
n ∈ M ⇒ s1, s2, . . . , sn ∈ M,

(f) ∀k1, . . . , kn > 0,∀q1, . . . , qn ∈ IrrH, qi 6∼H qj , i 6= j ,

qk11 . . . q
kn
n ∈ M ⇒ q

c
(1)
i
1 . . . q

c
(n)
i

n ∈ M dla ka»dego i ,

gdzie

kj = c
(j)
r 2r + . . .+ c

(j)
0 20, j = 1, . . . , n, c

(j)
i ∈ {0, 1}, i = 0, . . . , r .

(g) ∀s0, . . . , sn ∈ Sqf H,

s2
n

n . . . s
2
1 s0 ∈ M ⇒ s0, . . . , sn ∈ M,

(h) ∀a ∈ H, b ∈ Sqf H,

a2b ∈ M ⇒ a, b ∈ M.
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Równowa»no±¢ pomi¦dzy (f), (g), (h) zostaªa udowodniona w
P. J¦drzejewicz, �. Matysiak, J. Zieli«ski, On some factorial properties of

subrings, Universitatis Iagellonicae Acta Mathematica 54 (2017), 43-52,
arXiv: 1606.06592.
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De�nicje

(a) Monoid H nazywamy GCD-monoidem, je»eli dla
dowolnego a, b ∈ H istnieje nwd(a, b).

(b) Monoid H nazywamy monoidem pre-Schreiera, je»eli dla
dowolnych a, b, c ∈ H speªnia warunek

a | bc ⇒ ∃a1, a2 ∈ H , a = a1a2, a1 | b, a2 | c .

(c) Monoid H nazywamy ACCP-monoidem, je»eli dowolny
wst¦puj¡cy ci¡g ideaªów gªównych w H si¦ stabilizuje.

(d) Monoid H nazywamy atomicznym, je»eli dowolny element
z H mo»emy przedstawi¢ jako sko«czony iloczyn
elementów nierozkªadalnych.
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Stwierdzenie

Niech H b¦dzie monoidem. Rozwa»my nast¦puj¡ce warunki:

(a) ∀a ∈ H,∃s1, s2, . . . , sn ∈ Sqf H, a = s1s2 . . . sn,
(b) ∀a ∈ H,∃s1, s2, . . . , sn ∈ Sqf H, si | si+1, i =

1, . . . , n − 1,

a = s1s2 . . . sn,

(c) ∀a ∈ H,∃s1, s2, . . . , sn ∈ Sqf H, si rpr sj , i 6= j , a = s1s
2
2 s

3
3 . . . s

n
n ,

(d) ∀a ∈ H,∃s0, s1, . . . , sn ∈ Sqf H, a = s0s
2
1 s

22

2 . . . s
2n

n ,

(e) ∀a ∈ H,∃b ∈ H, c ∈ Sqf H, a = bc, a | cn,

(f) ∀a ∈ H,∃b ∈ H, c ∈ Sqf H, a = b2c .
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(I) Zachodz¡ nast¦puj¡ce implikacje:

(a) ⇐ atm ⇐ ACCP

⇑ ⇐ ⇒

(b) ⇒ (c) (d)
⇓ ⇓
(e) (f)

(II) Je±li H jest monoidem pre-Schreiera, to

(b) ⇔ (c) ⇒ (d).

(III) Je±li H jest GCD-monoidem, to

(b) ⇔ (c) ⇔ (d).
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Równowa»no±¢ pomi¦dzy (b), (c), (d) oraz implikacja z (d) do (f) zostaªa
udowodniona w
P. J¦drzejewicz, �. Matysiak, J. Zieli«ski, A note on square-free

factorizations, Analytic and Algebraic Geometry 2 (2017), �ód¹
University Press, 79-84, arXiv: 1609.09464., Proposition 1.
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Klasy�kacja monoidów

wzgl¦dem faktoryzacji
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Liczba ACCP/atm GCD/pSch (a) (b) (c) (d) (e) (f) Liczba

6 2/1∗/0 2/1∗/0 + + + + + + 1

2 1/0 0 + + + − + +/− 2

3 2/1/0 0 + − + + +/− + 2

2 1/0 0 + − + − +/− +/− 4

4 2/1∗/0 1∗/0 + − − + +/− + 2

4 1∗/0 2/1∗/0 + − − − +/− +/− 4

3 0 2/1/0 − − − − +/− +/− 4

2 � ACCP i atm, GCD i pSch, odpowiednio;
1 � nie ACCP i atm, nie GCD i pSch, odpowiednio;
0 � nie ACCP i nie atm, nie GCD i nie pSch, odpowiednio;
1∗ � 1 jako warto±¢ w ACCP/atm jest mo»liwa tylko wtedy, gdy warto±¢
GCD/pSch jest 0;
1∗ � jako warto±¢ GCD/pSch jest mo»liwa tylko wtedy, gdy warto±¢ w
ACCP/atm jest 0;
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Elementy radykalne
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De�nicja

Element a ∈ H nazywamy generatorem radykalnym, je»eli
ideaª aH jest radykalny, tzn. speªnia warunek dla dowolnych
b ∈ H , n ∈ N,

a | bn ⇒ a | b.
Przez GprH oznaczamy zbiór wszystkich generatorów
radykalnych monoidu H .
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Stwierdzenie

Niech H b¦dzie monoidem. Wówczas GprH ⊂ Sqf H .
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Stwierdzenie

Niech H b¦dzie monoidem pre-Schreiera.
(a) Niech a1, . . . , an ∈ H . Je±li a1, . . . , an ∈ GprH oraz ai rpr aj

dla i 6= j , to a1 . . . an ∈ GprH .
(b) GprH = Sqf H .
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Stwierdzenie

Niech H b¦dzie monoidem.
(a) Niech r1, . . . , rn, t1, . . . , tn ∈ GprH , ri | ri+1 oraz ti | ti+1

dla i = 1, . . . , n − 1. Je±li

r1r2 . . . rn ∼ t1t2 . . . tn,

to ri ∼ ti dla i = 1, . . . , n.
(b) Dla ka»dego a, c ∈ H , b, d ∈ GprH , je±li ab ∼ cd , a | bn,

n > 1, c | dm, m > 1, to a ∼ c , b ∼ d .
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Stwierdzenie

Niech H b¦dzie monoidem pre-Schreiera. Niech
r1, . . . , rn, t1, . . . , tn ∈ Sqf H , ri rpr rj dla i 6= j oraz ti rpr tj
dla i 6= j . Je±li

r1r
2

2
r 3
3
. . . rnn ∼ t1t

2

2
t3
3
. . . tnn ,

to ri ∼ ti dla i = 1, . . . , n.
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(1) Niech

Bp,q = 〈x1, x2, x3, . . . , y1, y2, y3, . . . | yi = xpi+1y
q
i+1, i = 1, 2, 3, . . .〉,

gdzie p, q s¡ liczbami naturalnymi. Wtedy Bp,q jest niefaktorialnym
GCD-monoidem dla dowolnych p, q,

a) B1,1 speªnia warunki (a) � (f).

b) Je±li q jest parzyste, to Bp,q speªnia (f), ale »adnego z (a) � (e).

c) Je±li q jest nieparzyste, (p, q) 6= (1, 1), to Bp,q nie speªnia
warunków (a) � (f).
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(2) H = (Q>0,+) jest GCD-monoidem, poniewa»
∀a, b ∈ H : nwd(a, b) = min{a, b}. Speªnia (f). Nie speªnia (a) �
(e). H jest niefaktorialny.

(3) Niech A i K b¦d¡ ciaªami takimi, »e A ⊂ K . Rozwa»my
R = A+ XK [X ] oraz f ∈ K [X ]. Wówczas

f ∈ Sqf R ⇔ f ∈ Sqf K [X ] ∧ f (0) ∈ A.

R speªnia warunki (a) � (f).
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