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WYK LADNIK  LOJASIEWICZA W NIESKOŃCZONOŚCI

- Z KOMPUTERA

A. Miodek ( Lódź)

1. Wstȩp

Niech H = (f, g) : C2 → C2 bȩdzie odwzorowaniem wielomianowym. Oz-
naczmy N(H) = {ν ∈ R : ∃A > 0, ∃B > 0,∀|z| > B, A|z|ν ≤ |H(z)|}. Przez
wyk ladnik  Lojasiewicza w nieskończoności odwzorowania H bȩdziemy rozu-
mieć supN(H), gdy N(H) ̸= ∅ i − ∞, gdy N(H) = ∅. Wyk ladnik ten
bȩdziemy oznaczać przez L∞(H).

Jeżeli h : C2 → C2 jest funkcja̧ wielomianowa̧ i oznaczymy H = (h′
x, h

′
y), to

L∞(H) nazywamy wyk ladnikiem  Lojasiewicza w nieskończoności funkcji h i
oznaczamy L∞(h).

Wyk ladnik  Lojasiewicza by l przedmiotem wielu badań w ostatnich la-
tach. W przypadku dwuwymiarowym wyniki uzyskane przez Cha̧dzyńskiego
i Krasińskiego w pracy [CK], anonsowane w [CK1], (czȩściowe wyniki by ly
podane przez P loskiego [P] oraz przez Ha [H]) daja̧ dok ladne wzory na
wyk ladnik  Lojasiewicza, w postaci pozwalaja̧cej u lożyć program kompu-
terowy obliczaja̧cy ten wyk ladnik dla dowolnego odwzorowania wielomia-
nowego H : C2 → C2 i dowolnej funkcji wielomianowej h : C2 → C.

W niniejszej pracy przedstawiȩ algorytm obliczania wyk ladnika  Lojasiewi-
cza oraz program komputerowy napisany w proceduralnym jȩzyku pakietu
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Mathematica. Używa lem programu Mathematica (MS–DOS 38 6/7) 1.2.

2. Podstawowe twierdzenia

Niech H : C2 ∋ (x, y) 7→ (f(x, y), g(x, y)) ∈ C2 bȩdzie odwzorowaniem wielo-
mianowym. W dalszej czȩści tego paragrafu bȩdziemy zak ladać, że H spe lnia
warunki:

(2.1) 0 < deg f = degy f, 0 < deg g = degy g.

Zauważmy, że warunki (2.1) nie stanowia̧ istotnego ograniczenia w oblicza-
niu wyk ladnika  Lojasiewicza. Wynika to z jednej strony z faktu, że dla
f = const. lub g = const. obliczamy  latwo L∞(H) z definicji, z drugiej zaś
strony z faktu, że dla dowolnego automorfizmu liniowego L w C2 mamy
L∞(H) = L∞(H ◦ L).

Niech Q(u, v, x) = Resy(f−u, g−v) bȩdzie rugownikiem f−u i g−v wzglȩdem
y. Z w lasności rugownika nietrudno wynika, że Q nie znika tożsamościowo.
Po lóżmy

(2.2) Q(u, v, x) = Q0(u, v)xN + · · · + QN (u, v), Q0 ̸= 0.

(2.3) Twierdzenie (twierdzenie 3.1 w [CK]). Jeżeli odwzorowanie wielomia-
nowe H : C2 → C2 spe lnia (2.1), to

(i) Q0 = const. wtedy i tylko wtedy, gdy L∞(H) > 0,
(ii) Q0 ̸= const. i Q0(0) ̸= 0 wtedy i tylko wtedy, gdy L∞(H) = 0,

(iii) istnieje r takie, że Q0(0) = · · · = Qr−1(0) = 0 i Qr(0) ̸= 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy −∞ < L∞(H) < 0,

(iv) Q0(0) = · · · = QN (0) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy L∞(H) = −∞.

(2.4) Twierdzenie (twierdzenie 3.2 w [CK], porównaj też wniosek 2.6 w
[P]). Dla L∞(H) > 0 mamy

L∞(H) =
[

max
1≤i≤N

degQi

i

]−1
.

(2.5) Twierdzenie (twierdzenie 3.3 w [CK], porównaj też twierdzenie 1.45
w [H]). Dla −∞ < L∞(H) < 0, gdy Q0(0) = · · · = Qr−1(0) = 0 i Qr(0) ̸= 0
mamy

L∞(H) =
[
− min

0≤i≤r−1

ord0 Qi

r − i

]−1
.

3. Wyk ladnik  Lojasiewicza w nieskończoności
dla odwzorowania wielomianowego - algorytm

Niech H : C2 ∋ (x, y) 7→ (f(x, y), g(x, y)) ∈ C2 bȩdzie dowolnym od-
wzorowaniem wielomianowym, niekoniecznie spe lniaja̧cym (2.1). Podamy
teraz algorytm obliczania L∞(H):
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Procedura 1. Gdy f ≡ 0 lub g ≡ 0, to wprost z definicji dostajemy, że
L∞(H) = −∞.

Dalej zak ladamy, że f ̸≡ 0 i g ̸≡ 0.

Procedura 2. Gdy f = const. lub g = const., to również z definicji pokazu-
jemy  latwo, że L∞(H) = 0.

Niech f ̸= const. i g ̸= const. W kolejnym kroku dobieramy automorfizm
liniowy L przestrzeni C2 tak, by odwzorowanie H ◦L spe lnia lo warunki (2.1).

Procedura 3. K ladziemy L(x, y) = (x + ky, y), k = 0 oraz w miejsce H pod-
stawiamy H ◦ L. Sprawdzamy, czy spe lnione sa̧ warunki (2.1). Jeżeli tak,
to przechodzimy do procedury nastȩpnej. Jeżeli nie, to w miejsce k podsta-
wiamy k + 1 i ponownie sprawdzamy (2.1).

Nietrudno pokazać, że procedura 3 zakończy siȩ po skończonej ilości pod-
stawień.

W dalszych obliczeniach przyjmujemy w miejsce f i g odpowiednio f ◦ L
i g ◦ L. Oczywíscie, warunek (2.1) jest spe lniony.

Procedura 4. Obliczamy Q(u, v, x) = Resy(f − u, g − v) i tworzymy listȩ
wspó lczynników Qi(u, v).

Na podstawie twierdzenia (2.4) i (2.3) (i) mamy

Procedura 5. Jeżeli degQ0 = 0, tzn. Q0 = const. ̸= 0, to

L∞(H) =
[

max
1≤i≤N

degQi

i

]−1
.

Na podstawie twierdzenia (2.3) (ii) mamy

Procedura 6. Jeżeli degQ0 > 0 i Q0(0) ̸= 0, to L∞(H) = 0.

Pozosta l do rozważenia przypadek, gdy Q0 ̸= const. i Q0(0) = 0.

Procedura 7. Przyjmujemy r = 1 i sprawdzamy, czy spe lniony jest warunek

(3.1) Qr(0) = 0.

Jeżeli tak, to powiȩkszamy r o 1 i ponownie sprawdzamy, czy zachodzi waru-
nek (3.1). Procedurȩ tȩ wykonujemy tak d lugo, aż warunek (3.1) nie bȩdzie
spe lniony lub otrzymamy r + 1 > N .

Jeżeli dla pewnego r otrzymalísmy, że warunek (3.1) nie jest spe lniony, to
na podstawie twierdzenia (2.3) (iii) oraz (2.5) mamy

Procedura 8.

L∞(H) =
[
− min

0≤i≤r−1

ord0 Qi

r − i

]−1

.

Jeżeli r + 1 > N , tzn. Q0(0) = · · · = QN (0) = 0, wówczas na podstawie
twierdzenia (2.3) (iv) mamy

Procedura 9.
L∞(H) = −∞.

Algorytm zosta l zakończony po wyczerpaniu wszystkich możliwości.
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4. Wyk ladnik  Lojasiewicza w nieskończoności dla wielomianu

Niech h : C2 ∋ (x, y) 7→ h(x, y) ∈ C bȩdzie dowolnym wielomianem. Zgodnie
z definicja̧ L∞(h) wystarczy rozpocza̧ć algorytm od nastȩpuja̧cej procedury.

Procedura 0. f = h′
x, g = h′

y. Nastȩpnie przechodzimy do algorytmu
opisanego w poprzednim punkcie.

5. Kilka przyk ladów

Przyk lad 1. Dla h(x, y) = (x− (
√

5 + 1) y2)(2 + 3i− x)2 mamy L∞(h) = 2.

Przyk lad 2. Dla H = (f, g), gdzie f(x, y) = y − x3, g(x, y) = (xy − y)3 + y
mamy L∞(H) = 3.

Przyk lad 3. Dla h(x, y) = y2 + (x + y3)2 mamy L∞(h) = −1
3 .

6. Program

Aby uruchomić program dla obliczania wyk ladnika  Lojasiewicza od-
wzorowania H : (x, y) 7→ (f(x, y), g(x, y)) należy podać komendȩ: LExpMapp
[f, g, x, y]. Natomiast program dla obliczania wyk ladnika  Lojasiewicza dla
wielomianu h : (x, y) → h(x, y) uruchamiamy komenda̧: LExpPoly [h, x, y].

Poniżej podajȩ kolejne procedury programu. Zastosowa lem w nim  latwe
do zdefiniowania makropolecenia:

degpoly[f, x, y] - oblicza stopień wielomianu f zmiennych x, y;
ord 20[f, x, y] - oblicza rza̧d w zerze wielomianu f zmiennych x, y;
resultant[f, g, y] - oblicza rugownik wielomianów f, g o wspó lczynnikach ze-

spolonych, wzglȩdem zmiennej y. Makropolecenie to jest niezbȩdne, gdyż
w programie Mathematica komendȩ Resultant [f, g, y] stosuje siȩ do wielo-
mianów o wspó lczynnikach wymiernych. W przeciwnym wypadku wynikiem
dzia lania tej komendy jest 1.
LExpPoly/: LExpPoly[h−,x−,y−]: = (f =.; f = D[h,x];

g = .; g = D[h,y];
LExpMapp[f,g,x,y])

LExpMapp/: LExpMapp [f−,g−,x−,y−]: = (wyklloj = .; fl = .; gl = .;
fl = f; gl = g;
If[fl = = = 0 ∥ gl = = = 0, proc11, proc20];
x = .; y = .;
wyklloj)

proc11/: proc11: = (wyklloj = -Infinity)
proc20/: proc20: = (If[(Exponent[fl, x] = = 0 && Exponent[fl,y] = = 0)

∥ (Exponent[gl,x] = = 0 && Exponent[gl,y] = = 0),
proc21, proc30])

proc21/: proc21: = (wyklloj = 0)
proc30/: proc30: = Block[{tf,tg}, tf = .; tg = .; tf = fl; tg = gl;

df = .; dg = .; k = .; x.; y = .; x1 = .; y1 = .;
df = degpoly[tf,x,y];
dg = degpoly[tg,x,y];
x = x1 + k∗ y1; y = y1;
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k = 0;
proc31]

proc31/: proc31: = Block[{mf,mg}, mf = .; mg = .;
tf = Expand[f];
tg = Expand[g];
mf = Exponent[tf,y1];
If[df = = mf,tf,proc32];
mg = Exponent[tg,y1];
If[dg = = mg,tg,proc32];
proc40]

proc32/: proc32: = (k = k+1; proc31)
proc40/: proc40: = (q = .; v = .; u = .; nq = .; s4 = .; ar = .; br = .; qc = .;

q = resultant[tf-u, tg-v, y1];
q = Expand[q];
nq = Exponent[q, x1];
s4 = Table[qc[i], {i,0,nq}];
Do[qc[i] = Coefficient[q, x1, nq-i],{i,0,nq}];
ar = Exponent[qc[0],u];
br = Exponent[qc[0],v];
If[ar = = 0 && br = = 0, proc50, proc60])

proc50/: proc50: = Block[{t5,s5},t5 = .;s5 = .;a50 = .;
Table[a50[i],{i,1,nq}];
Do[a50[i] = degpoly[qc[i],u,v],{i,1,nq}];
t5 = Table[a50[i]/i, {i,1,nq}];
s5 = Max[t5];
wyklloj = (1/s5)])

proc60/: proc60: = (u = 0; v = 0;
If[qc[0]! = 0, proc21, proc70])

proc70/: proc70: = (r7 = .; r7 = 0; i7 = .;
For[i7 = 0, (qc[i7] = = 0 && (i7¡ = nq),i7++, r7++];
r7 = r7-1;
If[r7 = = nq, proc11, proc80])

proc80/: proc80: = Block[{deg1q,s8,r8,i8},
i8 = .; deg1q = .; s8 = .; r8 = .; u = .; v = .; a8 = .;
deg1q = degpoly[q,u,v];
s8 = Table[a8[i8], {i8,0,r7}];
Do[a8[i8] = If[qc[i8] = = = 0, deg1q,
(ord20[qc[i8],u,v])/(r7 + 1 - i8)],{i8,0,r7}];
r8 = Min[s8];
wyklloj = 1/(-r8)]
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