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W niniejszym artykule zajmujemy siȩ dowodem nastȩpuja̧cego twierdzenia.

Twierdzenie 0.1. Niech k[t] bȩdzie pierścieniem wielomianów zmiennej t nad
cia lem k charakterystyki zero i niech f, g ∈ k[t] r k. Jeżeli k[f, g] = k[t], to
deg f | deg g lub deg g | deg f .

Twierdzenie to pojawi lo siȩ w latach piȩćdziesia̧tych, z b lȩdnym dowodem, w
pracy Segrego [13] poświȩconej hipotezie jakobianowej i po raz pierwszy zosta lo
udowodnione w 1975 roku przez Abhyankara i Moha [3] (patrz też [1]). Historia
tego twierdzenia i jego zastosowania sa̧ opisane w pracach [3] i [4]. W latach
1977 – 1982 pojawi ly siȩ inne dowody. Podali je Miyanishi [7] (patrz też [8]),
Ganong [5] i Rudolph [12].

Abhyankar i Moh udowodnili to twierdzenie przy pomocy rowiniȩtej przez
nich teorii pierwiastków aproksymatywnych wielomianów. Czytelnikowi zain-
teresowanemu wprowadzeniem w problematykȩ teorii pierwiastków aproksy-
matywnych polecamy piȩkne artyku ly Arkadiusza P loskiego [9] i [10], w których
znajdziemy, miȩdzy innymi, dowód omawianego twierdzenia oraz dodatkowe o
nim informacje.
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W 1986 roku Richman [11] poda l nowy interesuja̧cy dowód, nie odwo luja̧cy
siȩ do pierwiastków aproksymatywnych. W dowodzie tym istnieje jednak pewna
luka. Konstruuja̧c, istotny w ca lym dowodzie, cia̧g (H1, . . . ,HN−1) spe lniaja̧cy
równość (13) (patrz dowód Proposition 7 w [11]), Richman wykorzystuje kilka-
krotnie udowodnione wcześniej Proposition 6 i twierdzi, że w ten sposób otrzyma
siȩ równość postaci y1 = 0. Nie ma gwarancji, że taka̧ równość otrzymamy. Przy
pomocy Proposition 6 otrzymujemy tylko cia̧g pewnych funkcji wymiernych
y1, y

′
1, y

′′
1 , . . . o coraz to mniejszych stopniach. Z faktu, że stopnie sa̧ coraz

mniejsze nie wynika, że któraś z tych funkcji jest równa 0. Stopnie moga̧ być
liczbami ujemnymi.

Autor niniejszego artyku lu znalaz l tȩ usterkȩ, poinformowa l o niej Richmana
i w líscie do Richmana z 1987 roku udowodni l pewien dodatkowy fakt (patrz
Stwierdzenie 9.4 w tym artykule) pozwalaja̧cy uratować omawiany dowód. Rich-
man (w líscie z 1987 roku) przyznaje autorowi racjȩ. Sprawa ta nie zosta la jed-
nak nigdzie opublikowana. Później, w 1991 roku, wspomniana̧ usterkȩ zauważy l
również i naprawi l Kang [6].

Celem tego artyku lu jest przedstawienie pe lnego dowodu Twierdzenia 0.1
wed lug idei Richmana.

Za lożylísmy w Twierdzeniu 0.1, że k jest cia lem charakterystyki zero. Przy
pewnym dodatkowym za lożeniu, mianowicie ”char(k) - NWD(deg f,deg g)”,
twierdzenie to zachodzi także dla cia l o dodatnich charakterystykach (patrz
np. [3]). W takiej wersji dowodzi to Richman w [11]. Tym przypadkiem nie
bȩdziemy siȩ tu jednak zajmować.

Zaznaczmy jeszcze, że Twierdzenie 0.1 można  latwo udowodnić, gdy stopień
jednego z wielomianów f i g jest liczba̧ pierwsza̧ (patrz Wniosek 1.7).

1 Wiadomości wstȩpne

Przez ca ly czas w tym artykule zak ladamy, że k jest cia lem charakterystyki
zero, k[t] jest pierścieniem wielomianów jednej zmiennej t nad k oraz k(t) jest
cia lem funkcji wymiernych zmiennej t nad k. Jeżeli K ⊆ L jest skończonym
rozszerzeniem cia l, to stopień tego rozszerzenia oznaczmy przez (L : K). Roz-
pocznijmy od nastȩpuja̧cego stwierdzenia.

Stwierdzenie 1.1. Jeżeli R jest pierścieniem przemiennym takim, że k ( R ⊆
k[t], to pierścień k[t] jest ca lkowity nad R.

Dowód. Niech f = ant
n + · · ·+a1t+a0, gdzie an . . . , a0 ∈ k, an ̸= 0, bȩdzie

wielomianem należa̧cym do Rr k. Mamy wtedy równość

tn + a−1
n an−1t

n−1 + · · · + a−1
n (a0 − f) = 0,

z której wynika, że zmienna t jest elementem ca lkowitym nad R (nawet nad
k[f ]). �

W podobny prosty sposób można wykazać nastȩpne stwierdzenie.
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Stwierdzenie 1.2. Jeżeli g ∈ k[t] r k, to k(t) jest skończonym rozszerzeniem
cia la k(g) oraz (k(t) : k(g)) = deg g. �

Za lóżmy teraz, że f i g sa̧ wielomianami należa̧cymi do k[t] r k. Mamy
wówczas pierścienie k ( k[g] ⊆ k[f, g] ⊆ k[t] oraz cia la k ( k(g) ⊆ k(f, g) ⊆
k(t). Ze Stwierdzenia 1.1 wynika, że pierścień k[f, g] jest ca lkowity nad k[g]. W
szczególności wielomian f jest ca lkowitym elementem nad k[g]. Istnieje zatem
moniczny wielomian W ∈ k[g][X] taki, że W (f) = 0.

Stwierdzenie 1.3. Niech f, g ∈ k[t] r k i niech W ∈ k[g][X] bȩdzie monicz-
nym wielomianem minimalnego stopnia takim, że W (f) = 0. Wtedy degW =
(k(f, g) : k(g)).

Dowód. Niech N = (k(f, g) : k(g)) = (k(g)(f) : k(g)) i niech B ∈ k(g)[X]
bȩdzie wielomianem minimalnym dla f nad k(g). Ponieważ W (f) = 0 i W ∈
k[g][X] ⊂ k(g)[X] wiȩc W = AB, gdzie A jest pewnym wielomianem należa̧cym
do k(g)[X]. Istnieja̧ wówczas elementy a, b ∈ k[g] takie, że aA, bB ∈ k[g][X]. W
pierścieniu k[g][X] zachodzi wiȩc równość: abW = aA · bB.

Pierścień k[g] jest dziedzina̧ z jednoznacznościa̧ rozk ladu (ponieważ k[g] jest
pierścieniem izomorficznym z k[t]). Istnieja̧ zatem elementy a1, b1 ∈ k[g] oraz
prymitywne wielomiany A1, B1 ∈ k[g][X] takie, że aA = a1A1 i bB = b1B1.
Mamy zatem równość: abW = a1b1(A1B1). Wielomian W jest prymitywny
(bo jest moniczny) i wielomian A1B1 też jest prymitywny (na mocy Lematu
Gaussa). Sta̧d wynika, że W = c(A1B1), gdzie c jest pewnym odwracalnym
elementem pierścienia k[g]. Istnieje wiȩc odwracalny element d ∈ k[g] taki,
że dB1 jest monicznym wielomianem należa̧cym do k[g][X]. Niech H = dB1.
Wtedy H ∈ k[g][X] jest moniczny, H(f) = 0 i degH = degB = N . Z minimal-
ności wielomianu W wynika wiȩc, że degW = N = (k(f, g) : k(g)). �

Wniosek 1.4. Niech f, g ∈ k[t] r k. Wtedy

k[f, g] = k[g]fN−1 + k[g]fN−2 + · · · + k[g]f + k[g],

gdzie N = (k(f, g) : k(g)).

Dowód. Niech E = k[g]fN−1 + · · · + k[g]f + k[g]. Ze Stwierdzenia 1.3
wynika, że fN ∈ E i sta̧d otrzymujemy (stosuja̧c prosta̧ indukcjȩ), że fn ∈ E
dla wszystkich n > N . �

Wniosek 1.5. Niech f, g ∈ k[t]. Jeżeli k(f, g) = k(g), to k[f, g] = k[g].

Dowód. Wynika to z Wniosku 1.4 dla N = 1. �

Wniosek 1.6. Jeżeli g ∈ k[t], to k(g) ∩ k[t] = k[g].
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Dowód. Niech f ∈ k(g)∩ k[t]. Wtedy k(f, g) = k(g) a zatem, k[f, g] = k[g]
(Wniosek 1.5), czyli f ∈ k[g]. �

Nastȩpny wniosek jest szczególnym przypadkiem Twierdzenia 0.1.

Wniosek 1.7. Niech f, g ∈ k[t]rk. Za lóżmy, że stopień jednego z wielomianów
f i g jest liczba̧ pierwsza̧. Jeżeli k[f, g] = k[t], to deg f | deg g lub deg g | deg f .

Dowód. Niech deg g = p, gdzie p jest liczba̧ pierwsza̧. Wtedy (na mocy
za lożenia oraz Stwierdzenia 1.2)

(k(f, g) : k(g)) = 1 · (k(f, g) : k(g)) = (k(t) : k(f, g))(k(f, g) : k(g))
= (k(t) : k(g)) = deg g = p,

a zatem z Wniosku 1.4 wynika, że k[f, g] = k[g]fp−1 + · · · + k[g]f + k[g].
Wiemy, że t ∈ k[f, g]. Istnieja̧ wiȩc niezerowe elementy a1, . . . , as ∈ k[g]

takie, że
t = a1f

i1 + · · · + asf
is ,

gdzie s > 1 oraz p > i1 > · · · is > 0.
Przypuśćmy, że deg g - deg f . Wtedy stopnie wielomianów a1f

i1 , . . . , asf
is

sa̧ parami nieprzystaja̧ce modulo p (ponieważ stopnie wielomianów a1, . . . , as
sa̧ podzielne przez p i p - deg f), a zatem istnieje r ∈ {1, . . . , s} takie, że ir > 0
i 1 = deg t = deg(arf

ir ). Sta̧d wynika, że deg f = 1, czyli deg f | deg g. �

2 Ustalenie oznaczeń i definicje

W dalszym cia̧gu niniejszego artyku lu zak ladamy, że f i g sa̧ wielomianami
należa̧cymi do k[t]rk. Przez N oznaczamy liczbȩ (k(f, g) : k(g)). Jeżeli N = 1,
to (patrz Wniosek 1.5) f ∈ k[g] i wtedy deg g | deg f . Zak ladać wiȩc bȩdziemy,
że N > 1. Z równości

deg g = (k(t) : k(g)) = (k(t) : k(f, g))(k(f, g) : k(g))

wynika, że N 6 deg g.

Jeżeli n jest dodatnia̧ liczba̧ ca lkowita̧, to oznaczmy:

An = fn + k[g]fn−1 + · · · + k[g]f + k[g],

An = fn + k(g)fn−1 + · · · + k(g)f + k(g),

Ln = k[g]fn + k[g]fn−1 + · · · + k[g]f + k[g],

Ln = k(g)fn + k(g)fn−1 + · · · + k(g)f + k(g).

Dodatkowo przyjmujemy, że L0 = k[g] oraz L0 = k(g). Wtedy An = fn +Ln−1,
An = fn + Ln−1. Ponadto An = k[f, g] i An = k(f, g) dla wszytkich n > N
oraz Ln = k[f, g] i Ln = k(f, g) dla n > N − 1 (patrz Wniosek 1.4).
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Stwierdzenie 2.1. Jeżeli n jest liczba̧ naturalna̧, to An ∩ k[f, g] = An i Ln ∩
k[f, g] = Ln.

Dowód. Pokażemy, że An ∩ k[f, g] = An. Jeżeli n > N , to równość ta jest
oczywista, gdyż wtedy An = k(f, g). Za lóżmy, że n < N i niech u ∈ An∩k[f, g].
Wtedy u = fn +an−1f

n−1 + · · ·+a1f +a0, dla pewnych an−1, . . . , a0 ∈ k(g). Z
drugiej strony u = bN−1f

N−1+· · ·+b1f+b0, gdzie bN−1, . . . , b0 ∈ k[g], ponieważ
u ∈ k[f, g] = k[g]fN−1 + · · ·+k[g]f +k[g]. Wielomiany fN−1, . . . , f1, f0 tworza̧
bazȩ przestrzeni k(g)(f) nad k(g). Przedstawienie elementu u jest wiȩc jedno-
znaczne. To implikuje, że elementy an−1, . . . , a0 należa̧ do k[g], czyli u ∈ An.
Mamy zatem inkluzjȩ An ∩ k[f, g] ⊆ An. Inkluzja w przeciwnym kierunku jest
oczywista. Podobnie wykazujemy, że Ln ∩ k[f, g] = Ln. �

Definicja 2.2. α-Systemem nazywamy każdy cia̧g (h1, . . . , hN−1) elementów z
cia la k(f, g) taki, że:

(a) hn ∈ An dla wszystkich n = 1, . . . , N − 1,
(b) liczby 0,deg h1, . . . ,deg hN−1 sa̧ parami nieprzystaja̧ce modulo deg g.

Definicja 2.3. β-Systemem nazywamy każdy cia̧g (h1, . . . , hN−1) elementów
pierścienia
k[f, g] taki, że:

(a) hn ∈ An dla wszystkich n = 1, . . . , N − 1,
(b) liczby 0,deg h1, . . . ,deg hN−1 sa̧ parami nieprzystaja̧ce modulo deg g.

3 W lasności α i β-systemów

Ze Stwierdzenia 2.1 wynika, że każdy α-system (h1, . . . , hN−1) taki, że h1,
. . . , hN−1 ∈ k[f, g], jest β-systemem. Bez trudu wykazujemy nastȩpuja̧ce dwa
stwierdzenia.

Stwierdzenie 3.1. Niech (h1, . . . , hN−1) bȩdzie α-systemem i niech n ∈ {1,
. . . , N − 1}. Wtedy

(1) An = hn + Ln−1,
(2) Ln = k(g)hn + · · · + k(g)h1 + k(g). �

Stwierdzenie 3.2. Niech (h1, . . . , hN−1) bȩdzie β-systemem. Wtedy Ln =
k[g]hn + · · · + k[g]h1 + k[g] dla wszystkich n ∈ {1, . . . , N − 1}. �

Udowodnimy teraz nastȩpne stwierdzenie.

Stwierdzenie 3.3. Niech (h1, . . . , hN−1) bȩdzie β-systemem. Niech h0 = 1,
n < N i niech w ∈ Ln. Istnieja̧ wtedy jednoznacznie wyznaczone liczby ca lkowite
s i r takie, że degw = deg gshr, s > 0 i r ∈ {0, 1, . . . , n}.
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Dowód. Wiemy z poprzedniego stwierdzenia, że Ln = k[g]hn+· · ·+k[g]h1+
k[g]h0. Istnieja̧ wiȩc wielomiany un, . . . , u0 ∈ k[g] takie, że w = unhn + · · · +
u0h0. Z definicji β-systemu wynika, że stopnie wielomianów unhn, . . . , u0h0

sa̧ parami różne. Zatem degw = deg urhr, dla pewnego r ∈ {0, 1, . . . , n}.
Liczba deg ur jest podzielna przez deg g (ponieważ ur ∈ k[g]). Istnieje wiȩc
nieujemna liczba ca lkowita s spe lniaja̧ca równość deg ur = sdeg g. Mamy zatem
degw = deg urhr = deg gshr.

Przypuśćmy teraz, że dla pewnych liczb ca lkowitych r1, s1, r2, s2 takich, że
s1, s2 > 0 i r1, r2 ∈ {0, . . . , n}, zachodzi równość deg gs1hr1 = deg gs2hr2 . Wt-
edy deg hr1 −deg hr2 = (s1−s2) deg g, czyli deg hr1 ≡ deg hr2 (mod deg g). Sta̧d
wynika, że r1 = r2 i sta̧d dalej otrzymujemy równość s1 = s2. �

Istotna̧ rolȩ w dowodzie Twierdzenia 0.1 odgrywać bȩdzie nastȩpuja̧ce twie-
rdzenie.

Twierdzenie 3.4. Istnieje co najmniej jeden β-system.

Twierdzenie to udowodnimy w Rozdziale 10.

4 Dowód Twierdzenia 0.1

Dowód. Oznaczmy: df = deg f , dg = deg g, d = NWD(df , dg). Niech df = ad,
dg = bd, gdzie a i b sa̧ wzglȩdnie pierwszymi liczbami naturalnymi. Istnieja̧
liczby ca lkowite m i n takie, że 1 = ma + nb oraz 0 6 m < b. Mamy wtedy
d = mdf + ndg, a zatem

d ≡ deg fm (moddg).(4.1)

Przypomnijmy, że przez N oznaczmy liczbȩ (k(f, g) : k(g)). W naszym
przypadku liczba ta jest oczywíscie równa liczbie dg (gdyż dg = (k(t) : k(g)) =
(k(t) : k(f, g))N = 1 ·N = N).

Niech (h0 = 1, h1, . . . , hN−1) bȩdzie β-systemem. Ponieważ wielomian td

należy do k[f, g] = LN−1 (patrz Wniosek 1.4) wiȩc, na mocy Stwierdzenia 3.3,
istnieja̧ liczby ca lkowite r i s takie że

d = deg td = deg gshr, s > 0 i r ∈ {0, 1, . . . , N − 1}.(4.2)

Wielomian fm należy do Lm. Stosuja̧c jeszcze raz Stwierdzenie 3.3 (tym
razem dla wielomianu fm) stwierdzamy, że deg fm = deg gs1hr1 , gdzie 0 6 r1 6
m i s1 > 0.

Z (4.1) i (4.2) wynika, że deg hr1 ≡ deg hr (mod dg), czyli r1 = r. Mamy
zatem nierówność r < b, z której wynika, że hr ∈ Lb−1 = k[g]f b−1+ · · ·+k[g]f0.

Zauważmy teraz, że wielomiany f0, f1, . . . , f b−1 maja̧ parami nieprzystaja̧ce
stopnie modulo dg. Istotnie, przypuśćmy, że deg f i ≡ deg f j (mod dg) dla
pewnych i, j ∈ {0, 1, . . . , b − 1}. Wtedy (i − j)df = udg, gdzie u ∈ Z. Sta̧d
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mamy równość (i − j)a = ub, z której wynika, że b | i − j (gdyż liczby a i b sa̧
wzglȩdnie pierwsze). To implikuje, że i = j.

Powtarzaja̧c dowód Stwierdzenia 3.3 widzimy, że deg hr = deg gpf i, gdzie p,
i sa̧ pewnymi nieujemnymi liczbami ca lkowitymi. Mamy zatem

d = deg gshr = sdg + deg hr = sdg + deg gpf i = (s + p)dg + idf ,

gdzie s + p > 0, i > 0 oraz s + p + i > 0. Sta̧d mamy dalej

d = (s + p)dg + idf > min(df , dg) > NWD(df , dg) = d,

czyli NWD(df , dg) = min(df , dg), a zatem df | dg lub dg | df . �

W powyższym dowodzie za lożenie ”k[t] = k[f, g]” potrzebne by lo tylko po
to by stwierdzić, że istnieje niezerowy wielomian w należa̧cy do k[f, g] i posia-
daja̧cy stopień d, gdzie d = NWD(deg f,deg g). Rolȩ wielomianu w odgrywa l
tu wielomian td. Udowodnilísmy zatem

Twierdzenie 4.1 ([11]). Niech f, g ∈ k[t]rk i niech d = NWD(deg f,deg g).
Jeżeli pierścień k[f, g] zawiera niezerowy wielomian stopnia d, to deg f | deg g
lub deg g | deg f . �

W dowodzie wykorzystalísmy Twierdzenie 3.4 mówia̧ce o tym, że istnieje co
najmniej jeden β-system. Faktu tego jeszcze jednak nie udowodnilísmy. Ca la
pozosta la czȩść artyku lu zmierza do przedstawienia dowodu tego faktu.

5 Istnienie α-systemu

W tym rozdziale udowodnimy, że istnieje co najmniej jeden α-system.

Niech S bȩdzie podzbiorem zbioru k[t] r {0}. Za lóżmy że każde dwa różne
wielomiany należa̧ce do S maja̧ różne stopnie i oznaczmy przez degS zbiór
{deg s; s ∈ S}. Przypomnijmy, że stopień wielomianu zerowego jest równy
−∞.

Jeżeli h ∈ k[t], to przez R(h, S) oznaczać bȩdziemy wielomian należa̧cy do
k[t], który definiujemy w nastȩpuja̧cy indukcyjny sposób.

Definicja 5.1.
(1) R(0, S) = 0.
(2) Niech h ̸= 0, deg h = m > 0 i za lóżmy, że R(h′, S) jest już określone dla

wszystkich wielomianów h′ ∈ k[t] takich, że deg h′ < deg h. Wtedy:
(a) Jeżeli deg h ̸∈ degS, to przyjmujemy R(h, S) = h.
(b) Jeżeli deg h ∈ degS, to istnieje (dok ladnie jedno) s ∈ S takie, że

deg h = deg s i istnieje ponadto (dok ladnie jeden) niezerowy element a ∈ k taki,
że deg(h− as) < deg h. Przyjmujemy wówczas, że R(h, S) = R(h− as, S).
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Przyk lad 5.2. Niech S = {x2 + 1, 2x + 1}. Wtedy degS = {2, 1} i mamy:
(1) R(x3, S) = x3, R(x5 + 3x, S) = x5 + 3x (gdyż stopnie wielomianów x3 i

x5 + 3x nie należa̧ do zbioru degS),
(2) R(x2 + x, S) = R((x2 + x) − (x2 + 1), S) = R(x − 1, S) = R((x − 1) −

1/2(2x + 1), S) = R(−3/2, S) = −3/2. �

Mamy zatem funkcjȩ R( , S) : k[t] −→ k[t].  Latwo sprawdzić nastȩpuja̧ce
stwierdzenie.

Stwierdzenie 5.3. Niech h ∈ k[t]. Wtedy:
(1) degR(h, S) ̸∈ degS;
(2) jeżeli deg h ̸∈ degS, to R(h, S) = h;
(3) R(h, S) = 0 ⇐⇒ h = a1s1+· · ·+apsp, gdzie a1, . . . , ap ∈ k i s1, . . . , sp ∈

S. �

Udowodnimy teraz

Stwierdzenie 5.4 ([11]). Istnieja̧ wielomiany h1, . . . , hN−1 ∈ k[t] takie, że:
(1) hn ∈ Ln r Ln−1, dla n = 1, . . . , N − 1;
(2) liczby 0,deg h1, . . . ,deg hN−1 sa̧ parami nieprzystaja̧ce modulo deg g.

Dowód. Wielomiany h1, . . . , hN−1 skonstruujemy indukcyjnie.
Niech S = {gn;n = 0, 1, . . .}. Przyjmijmy h1 = R(f, S). Wtedy h1 ∈ L1rL0

i liczby 0 oraz deg h1 nie przystaja̧ do siebie modulo deg g.
Za lóżmy, że wielomiany h1, . . . , hn sa̧ już skonstruowane. Jeżeli n + 1 = N ,

to konstrukcja jest już zakończona. Za lóżmy wiȩc, że n+ 1 < N i niech h0 = 1.
Rozważmy zbiór

T = {hrg
i; r = 0, . . . , n, i > 0}.

Jest oczywiste, że T ⊂ k[t]r {0} oraz, że elementy zbioru T maja̧ parami różne
stopnie. Niech

y0 = R(fn+1, T ).

Wtedy y0 ∈ fn+1 + Ln (w szczególności y0 ̸= 0) i elementy zbioru T ∪ {y0}
(patrz Stwierdzenie 5.3) maja̧ parami różne stopnie. Możemy wiȩc rozpatrzyć
wielomian

y1 = R(gfn+1, T ∪ {y0}).

Wielomian ten należy do zbioru (g + a0)fn+1 + Ln, dla pewnego a0 ∈ k. W
szczególności y1 ̸= 0. Ponadto elementy zbioru T ∪ {y0, y1} maja̧ parami różne
stopnie.

Kontynuuja̧c to postȩpowanie możemy skonstruować nieskończony cia̧g y0,
y1, . . . , niezerowych wielomianów z k[t] takich, że

yi = R(gifn+1, T ∪ {y0, . . . , yi−1})

dla i = 0, 1, . . . .
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Z  latwościa̧ sprawdzamy, że stopnie wielomianów zbioru T ∪ {y0, . . . , yi} sa̧
parami różne. Sta̧d w szczególności wynika, że stopień każdego z wielomianów
y0, y1, . . . nie jest podzielny przez deg g. Z  latwościa̧ też sprawdzmy, że yi ∈
(gi +ai−1g

i−1 + · · ·+a0)fn+1 +Ln, dla pewnych a0, . . . , ai−1 ∈ k. To implikuje,
że wszystkie wielomiany y0, y1, . . . należa̧ do zbioru Ln+1 r Ln.

Wykażemy teraz że wśród wielomianów y0, y1, . . . istnieje taki, którego sto-
pień nie przystaje do żadnej z liczb deg h0,deg h1, . . . ,deg hn modulo deg g.

Przypuśćmy, że tak nie jest. Wówczas dla każdej nieujemnej liczby ca lkowitej
j istnieje liczba mj ∈ {0, . . . , n} taka, że

deg yj ≡ deg hmj (mod deg g).

Ponieważ elementów zbioru {0, . . . , n} jest tylko skończona ilość, wiȩc istnieje
nieskończony podzbiór U , nieujemnych liczb ca lkowitych, oraz istnieje liczba
s ∈ {0, . . . , n} taka, że deg yu ≡ deg hs (mod deg g) dla wszystkich u ∈ U .
Wtedy

deg yu + pu deg g = deg hs, gdzie pu ∈ Z.(5.1)

Zauważmy, że pu > 0. Istotnie, przypuśćmy, że pu 6 0. Wtedy deg yu =
deg(g−puhs), g−puhs ∈ T i mamy sprzeczność ponieważ stopnie elementów
zbioru T ∪ {y0, . . . , yu} sa̧ parami różne. Każda wiȩc liczba ca lkowita postaci
pu jest dodatnia. Zatem z (5.1) wynika, że deg yu < deg hs dla każdego u ∈ U
wbrew temu, że zbiór U jest nieskończony i stopnie wielomianów y0, y1, . . . sa̧
parami różne.

Otrzymana sprzeczność dowodzi, że istnieje nieujemna liczba ca lkowita j
taka, że liczby deg yj , 0,deg h1, . . . ,deg hn sa̧ parami nieprzystaja̧ce modulo
deg g. Definiujemy teraz wielomian hn+1 przyjmuja̧c hn+1 = yj . �

Niech h1, . . . , hN−1 bȩda̧ wielomianami takimi jak w powyższym stwierdze-
niu. Z tego, że hn ∈ Ln r Ln−1 (dla n = 1, . . . , N − 1) wynika, że hn

ma przy fn niezerowy wspó lczynnik należa̧cy do k[g]. Dziela̧c hn przez ten
niezerowy wspó lczynnik otrzymujemy wymierna̧ funkcjȩ h′

n należa̧ca̧ do zbioru
An. Liczby 0,deg h′

1, . . . ,deg h′
N−1 sa̧ oczywíscie parami nieprzystaja̧ce modulo

deg g. Wykazalísmy zatem nastȩpuja̧ce stwierdzenie.

Stwierdzenie 5.5. Istnieje co najmniej jeden α-system. �

6 Definicje cia̧gu c(1), ..., c(p)

Przypomnijmy (patrz Rozdzia l 2), że jeżeli n = 0, 1, . . . , N − 1, to przez
Ln oznaczamy zbiór k(g)fn + · · ·+ k(g)f1 + k(g)f0. Wprowadźmy jeszcze dwa
nastȩpne oznaczenia:

Un = {degφ; φ ∈ Ln},

Gn = idea l w Z generowany przez zbiór Un.
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Mamy wiȩc cia̧g idea lów G0 ⊆ G1 ⊆ . . . ⊆ GN−1. Zauważmy, że G0 jest idea lem
g lównym generowanym przez deg g. Mamy ponadto

Stwierdzenie 6.1. G0 ̸= G1.

Dowód. Wiemy ze Stwierdzenia 5.4, że istnieje h1 ∈ L1rL0 takie, że deg h1

nie przystaje do 0 modulo deg g. Oznacza to, że deg h1 ∈ G1 rG0. �
Zdefiniujemy teraz cia̧g c(1), c(2), . . . , c(p) pewnych liczb naturalnych.

Definicja 6.2.
(1) c(1) = 1.
(2) Za lóżmy, że liczby c(1), . . . , c(m) sa̧ już określone i niech S bȩdzie zbiorem

wszystkich liczb naturalnych n ∈ {c(m) + 1, c(m) + 2, . . . , N − 1} takich, że
Gc(m) ( Gn. Jeżeli S = ∅, to definiowanie kończymy i liczbȩ m oznaczamy
przez p. Jeżeli S ̸= ∅, to c(m + 1) jest najmniejszym elementem zbioru S.

Przyjmujemy dodatkowo, że c(p + 1) = N .
Zdefiniowany powyżej cia̧g c(1), . . . , c(p) posiada nastȩpuja̧ce w lasności:

(i) c(1) = 1,

(ii) c(1) < c(2) < . . . < c(p) 6 N − 1,

(iii) G0 ( Gc(1) ( . . . ( Gc(p),

(iv) Gc(n) = Gc(n)+1 = . . . = Gc(n+1)−1, dla n = 1, . . . , p.

Pokażemy teraz, że cia̧g c(1),. . . , c(p) można zdefiniować także w inny spo-
sób; przy pomocy α-systemu. W tym celu udowodnimy najpierw nastȩpuja̧ce
stwierdzenie.

Stwierdzenie 6.3. Niech (h1, . . . , hN−1) bȩdzie α-systemem. Oznaczmy h0 = g
i niech n bȩdzie liczba̧ naturalna̧ należa̧ca̧ do zbioru {1, . . . , N − 1}. Wtedy:

(1) Un =
n∪

j=0

{deg hj + Zdeg g},

(2) Gn = (deg h0,deg h1, . . . ,deg hn).

Dowód. (1) Niech 0 6 j 6 n, s ∈ Z. Wtedy deg hj + sdeg g = deg(gshj) ∈
Un, wiȩc ∪n

j=0{deg hj + Zdeg g} ⊆ Un. Inkluzja odwrotna wynika z faktu, że
wszystkie liczby deg g,deg h1, . . . ,deg hN−1 sa̧ parami nieprzystaja̧ce modulo
deg g.

(2) Wynika z (1) oraz ze Stwierdzenia 3.1. �
Niech (h1, . . . , hN−1) bȩdzie α-systemem. Przyjmijmy dodatkowo, że h0 = g

i oznaczmy:
d0 = deg h0 = deg g
d1 = deg h1

...
dN−1 = deg hN−1.
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Liczby d0, d1, . . . , dN−1 sa̧ ca lkowite (moga̧ być ujemne) i żadne dwie spośród
nich nie przystaja̧ do siebie modulo d0 = deg g. Teraz cia̧g c(1), . . . , c(p) można
zdefiniować w nastȩpuja̧cy sposób:

Definicja 6.4.
(1) c(1) = 1.
(2) Za lóżmy, że liczby c(1), . . . , c(m) sa̧ już zdefiniowane. Jeżeli liczby d0,

d1, . . . , dN−1 należa̧ do idea lu (d0, d1, . . . , dc(m)), to c(m) jest ostatnim wyrazem
cia̧gu i w tym przypadku liczbȩ m oznaczamy przez p. W przeciwnym przypadku
przyjmujemy c(m + 1) = i, gdzie i jest najmniejsza̧ z liczb c(m) + 1, c(m) +
2, . . . , N − 1 taka̧, że di ̸∈ (d0, d1, . . . , dc(m)).

Widzimy (na mocy Stwierdzenia 6.3), że powyższe dwie definicje określaja̧
ten sam cia̧g c(1), . . . , c(p). Z Definicji 6.2 wynika, że cia̧g ten nie zależy od
wyboru α-systemu.

Zanotujmy jeszcze nastȩpuja̧ce oczywiste stwierdzenie.

Stwierdzenie 6.5. Niech n ∈ {1, . . . , N − 1}. Nastȩpuja̧ce warunki sa̧ równo-
ważne:

(1) n wystȩpuje w cia̧gu c(1), . . . , c(p);
(2) istnieje φ ∈ An takie, że degφ ̸∈ Gn;
(3) Gn−1 ̸= Gn. �

7 Liczby e1,...,ep i w lasności cia̧gu c(1),...,c(p)

Niech (h1, . . . , hN−1) bȩdzie ustalonym α-systemem. Niech h0 = g i niech
di = deg hi dla i = 0, 1, . . . , N − 1. W poprzednim rozdziale zdefiniowalísmy
cia̧g c(1), . . . , c(p). Przyjmujemy dodatkowo, że c(p + 1) = N .

Oznaczmy przez D0, D1, . . . , Dp idea ly pierścienia Z zdefiniowane nastȩpu-
ja̧co:

Definicja 7.1.

Dj =

{
(d0), dla j = 0,

(d0, d1, . . . , dc(j)), dla j ∈ {1, . . . , p}.

Niech s ∈ {1, . . . , p}. Wiemy (patrz Definicja 6.4), że dc(s) ̸∈ Ds−1. Każdy
idea l w Z jest idea lem g lównym. W szczególności Ds−1 jest idea lem g lównym.
Istnieje zatem liczba naturalna n taka, że ndc(s) ∈ Ds−1.

Definicja 7.2. Najmniejsza̧ liczbȩ naturalna̧ n taka̧, że ndc(s) ∈ Ds−1 oznaczać
bȩdziemy przez es.

W ten sposób pojawiaja̧ nam siȩ liczby naturalne e1, . . . , ep. Sa̧ to liczby
wiȩksze od 1. W niniejszym rozdziale udowodnimy nastȩpuja̧ce stwierdzenie.
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Stwierdzenie 7.3 ([11]). Jeżeli s ∈ {1, . . . , p}, to esc(s) = c(s + 1).

Przed dowodem tego stwierdzenia wprowadzimy pewien nowy zbiór Bs i
udowodnimy kilka lematów.

Niech s bȩdzie ustalonym elementem zbioru {1, . . . , p}. Oznaczmy:

Bs = {hnh
j
c(s) ; 0 6 n < c(s), 0 6 j < es}.

W szczególności mamy:

B1 = {g = gh0
1, gh1

1, . . . , ghe1−1
1 }.

Lemat 7.4.
(1) Stopnie elementów zbioru Bs sa̧ parami nieprzystaja̧ce modulo d0 =

deg g.
(2) |Bs| = esc(s) (gdzie |Bs| oznacza moc zbioru Bs).
(3) Zbiór Bs jest liniowo niezależny nad k(g).
(4) esc(s) 6 N .
(5) Zbiór Bs jest baza̧ przestrzeni liniowej Lesc(s)−1 nad k(g).

Dowód. (1). Przypuśćmy, że

deg(hnh
a
c(s)) ≡ deg(hmhb

c(s)) (mod d0),

gdzie n,m ∈ {0, 1, . . . , c(s) − 1} oraz 0 6 a, b < es. Jeżeli a = b, to deg hn ≡
deg hm (mod d0) i z definicji α-systemu wynika, że n = m. Możemy wiȩc
za lożyć, że a ̸= b.

Niech a > b. Wtedy (a − b)dc(s) ∈ Ds−1 i mamy sprzeczność z w lasnościa̧
minimalności liczby es. Podobnie postȩpujemy w przypadku gdy b > a.

(2). Z (1) wynika, że elementy postaci hnh
j
c(s) (gdzie 0 6 n < c(s) i 0 6 j <

es) sa̧ parami różne. Jest ich oczywíscie c(s)es.
(3). Niech α1a1 + · · ·+αnan = 0, gdzie α1, . . . , αn ∈ k(g) oraz a1, . . . , an sa̧

parami różnymi elementami zbioru Bs.
Przypuśćmy, że α1 ̸= 0. Wtedy a1 = −α−1

1 α2a2 − · · · −α−1
1 αnan. Ponieważ

stopnie elementów postaci α−1
1 αi sa̧ podzielne przez d0, wiȩc z (1) wynika, że

liczba deg a1 jest równa jednej z liczb deg(α−1
1 α2a2), . . . ,deg(α−1

1 αnan). Jest
to jednak sprzeczne z (1).

(4). Wynika to z (2) i (3) oraz z tego, że Bs ⊆ k(f, g) i N = (k(f, g) : k(g)).
(5). Jeżeli 0 6 n < N , to wielomiany f0, f1, . . . , fn sa̧ liniowo niezależne

nad k(g). Każda wiȩc przestrzeń nad k(g), postaci Ln, ma wymiar równy n+1.
Ponieważ esc(s) − 1 < N (patrz (4)), wiȩc w szczególności dimk(g) Lesc(s)−1 =
esc(s). Wiemy z (2) i (3), że podprzestrzeń generowana przez zbiór Bs ma też
wymiar równy esc(s). Wystarczy zatem pokazać, że Bs ⊆ Lesc(s)−1.

Niech u = hnh
j
c(s), gdzie 0 6 n < c(s) i 0 6 j < es. Mamy wtedy:

u ∈ An(Ac(s))
j ⊆ An+jc(s) ⊆ Ln+jc(s) ⊆ Lesc(s)−1
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i sta̧d wynika, że Bs ⊆ Lesc(s)−1. �

Lemat 7.5. esc(s) 6 c(s + 1).

Dowód. Jeżeli s = p, to nierówność wynika z Lematu 7.4(4) (gdyż c(p+1) =
N). Za lóżmy wiȩc, że s < p i niech m bȩdzie liczba̧ naturalna̧ mniejsza̧ od esc(s).
Wtedy hm ∈ Lesc(s)−1, a zatem, na mocy Lematu 7.4(5), hm = α1a1 + · · · +
αnan, gdzie α1, . . . , αn ∈ k(g) i a1, . . . , an sa̧ parami różnymi elementami zbioru
Bs. Z Lematu 7.4(1) wiemy, że elementy a1, . . . , as maja̧ parami nieprzystaja̧ce
stopnie modulo d0. Sta̧d wynika, że dm = deg hm = deg(αjaj), dla pewnego
j ∈ {1, . . . , n}. Ponadto jest oczywiste, że deg(αjaj) ∈ Ds, czyli dm ∈ Ds.
Jeżeli wiȩc m < esc(s), to dm ∈ Ds. Z definicji cia̧gu c(1), . . . , c(p) wiemy, że
dc(s+1) ̸∈ Ds. Zatem c(s + 1) > esc(s). �

Lemat 7.6. Dla każdego w ∈ Ds istnieje b ∈ Bs takie, że w ≡ deg b (mod d0).

Dowód. Indukcja ze wzglȩdu na s. Niech s = 1. Przypomnijmy, że c(1) = 1,
B1 = {gh0

1 = g, gh1
1, . . . , gh

e1−1
1 } oraz D1 = (d0, d1). Niech w ∈ D1. Istnieja̧

wtedy liczby ca lkowite a i m takie, że w = ad0 + md1. Ponieważ e1d1 ∈ (d0),
wiȩc możemy za lożyć, że 0 6 m < e1. Wtedy w = adeg g + deg hm

1 = (a −
1) deg g + deg(ghm

1 ), czyli w ≡ b (mod d0), gdzie b = ghm
1 ∈ B1.

Za lóżmy teraz, że lemat jest prawdziwy dla pewnego s ∈ {1, . . . , p−1} i niech
w ∈ Ds+1. Ponieważ Ds+1 = Ds + (dc(s+1)), wiȩc w = w′ + mdc(s+1), gdzie
w′ ∈ Ds oraz m ∈ Z. Wiemy, że es+1dc(s+1) ∈ Ds. Możemy zatem za lożyć, że
0 6 m < es+1. Ponadto, na mocy indukcji, w′ ≡ deg b′ (mod d0) dla pewnego
b′ ∈ Bs. Z Lematów 7.4 i 7.5 oraz ze Stwierdzenia 3.1 wynika, że

b′ ∈ Bs ⊆ Lesc(s)−1 ⊆ Lc(s+1)−1 = k(g)hc(s+1)−1 + · · · + k(g)h0.

Zatem deg b′ ≡ deg hr (mod d0), dla pewnego r < c(s+1) (gdyż h0, . . . , hc(s+1)−1

maja̧ parami nieprzystaja̧ce stopnie). Mamy teraz:

w = w′ + mdc(s+1) ≡ deg b′ + deg hm
c(s+1) ≡ deg hr + deg hm

c(s+1) = deg b,

gdzie b = hrh
m
c(s+1) ∈ Bs+1. �

Teraz możemy już udowodnić zapowiedziane stwierdzenie.

Dowód Stwierdzenia 7.3. Niech n = esc(s). Wtedy (Lemat 7.4) n 6 N .
Za lóżmy, że n = N i przypuśćmy, że s < p. Wówczas (na mocy Lematu 7.5)
otrzymujemy nastȩpuja̧ca̧ sprzeczność: N = esc(s) 6 c(s + 1) 6 c(p) 6 N − 1.
Jeżeli wiȩc n = N , to s = p i mamy epc(p) = N = c(p + 1).

Za lóżmy teraz, że n < N . Pokażemy, że dn ̸∈ Ds. Przypuśćmy, że tak
nie jest. Niech dn ∈ Ds. Wtedy istnieje element b ∈ Bs (patrz Lemat 7.6)
taki, że dn ≡ deg b (mod d0). Ale, na mocy Lematu 7.4 i Stwierdzenia 3.1,
Bs ⊂ Lesc(s)−1 = Ln−1 = k(g)hn−1 + · · · + k(g)h0, wiȩc deg b ≡ deg hj dla
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pewnego j < n. Sta̧d wynika, że deg hn = dn ≡ deg hj wbrew temu, że elementy
h0, . . . , hn maja̧ parami nieprzystaja̧ce stopnie.

Wykazalísmy wiȩc, że dn ̸∈ Ds. Zatem n > c(s + 1) (patrz Definicja 6.4),
czyli esc(s) > c(s + 1) i z Lematu 7.5 wynika, że esc(s) = c(s + 1). �

Wniosek 7.7. Jeżeli s ∈ {1, . . . , p}, to e1e2 . . . es = c(s + 1).

Dowód. e1 = e1c(1) = c(2), e1e2 = c(2)e2 = c(3), itd. �

8 Funkcje wymierne postaci w(H, s)

Pocza̧wszy od Rozdzia lu 5 zmierzamy do wykazania, że istnieje β-system.
Fakt ten jest istotny w dowodzie Twierdzenia Abhyankara i Moha przedsta-
wionym w Rozdziale 4. Wiemy już, że istnieje α-system. Wykazalísmy to w
Rozdziale 5.

W niniejszym rozdziale z każdym α-systemem H stowarzyszymy pewne, je-
dnoznacznie wyznaczone, funkcje wymierne w(H, 1), . . . , w(H, p), należa̧ce odpo-
wiednio do przestrzeni Lc(1)−1, . . . , Lc(p)−1. Wykażemy, że stopnie tych funkcji
sa̧ mniejsze odpowiednio od liczb dc(1), . . . , dc(s). To pozwoli nam udowodnić
(w nastȩpnym rozdziale), że istnieje α-system, dla którego wszystkie powyższe
funkcje sa̧ zerowe. Fakt ten bȩdzie bardzo użyteczny w dowodzie twierdzenia o
istnieniu β-systemu.

Niech H = (h1, . . . , hN−1) bȩdzie α-systemem i niech s bȩdzie ustalona̧ liczba̧
naturalna̧ należa̧ca̧ do zbioru {1, . . . , p}. Zak ladać bȩdziemy dodatkowo, że
h0 = g oraz hN = 0. Przed wprowadzeniem zapowiedzianej funkcji wymiernej
postaci w(H, s) udowodnimy nastȩpuja̧ce dwa stwierdzenia.

Stwierdzenie 8.1. Dla każdego w ∈ Lc(s+1)−1 istnieja̧ jednoznacznie wyzna-

czone elementy w1, w2, . . . , we należa̧ce do Lc(s)−1 takie, że

w = w1h
e−1 + w2h

e−2 + · · · + we−1h
1 + weh

0,(8.1)

gdzie h = hc(s) oraz e = es.

Dowód. Niech, tak jak w Rozdziale 7, B = Bs = {hnh
j ; 0 6 n <

c(s), 0 6 j < e}. Wiemy, że zbiór B jest baza̧ nad k(g) przestrzeni Lec(s)−1 =

Lc(s+1)−1 (patrz Lemat 7.4 i Stwierdzenie 7.3). Zatem w = a1b1 + · · · + arbr,
gdzie a1, . . . , ar ∈ k(g) oraz b1, . . . , br sa̧ parami różnymi elementami zbioru
B. Wy la̧czaja̧c w tym rozk ladzie elementy postaci h0, . . . , he−1 i grupuja̧c o-
dpowiednio pozosta le elementy, otrzymujemy rozk lad (8.1), w którym elementy
w1, . . . , we należa̧ do przestrzeni k(g)h0 + · · · + k(g)hc(s)−1 = Lc(s)−1. Jedno-
znaczność wynika z tego, że zbiory Bs sa̧ liniowo niezależne nad k(g). �
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Stwierdzenie 8.2. hes
c(s) − hc(s+1) ∈ Lc(s+1)−1.

Dowód. Niech H = hes
c(s) − hc(s+1). Jeżeli s = p, to H = h

ep
c(p) (gdyż

hc(p+1) = hN = 0) i wtedy H ∈ k(f, g) = LN−1 = Lc(p+1)−1. Dla s < p mamy:

hes
c(s) ∈ (Ac(s))

es ⊆ Aesc(s) = Ac(s+1)

(patrz Stwierdzenie 7.3) oraz hc(s+1) ∈ Ac(s+1). Ponieważ Ac(s+1) = fc(s+1) +

Lc(s+1)−1, wiȩc H ∈ Lc(s+1)−1. �

Z powyższych dwóch stwierdzeń wynika natychmiast nastȩpuja̧cy wniosek.

Wniosek 8.3. Istnieja̧ jednoznacznie wyznaczone elementy w1, w2, . . . , we na-
leża̧ce do Lc(s)−1 takie, że

he − hc(s+1) = w1h
e−1 + w2h

e−2 + · · · + we−1h
1 + weh

0,(8.2)

gdzie h = hc(s) oraz e = es. �

Definicja 8.4. Element w1 ∈ Lc(s)−1 z Wniosku 8.3 oznaczać bȩdziemy przez
w(H, s).

Stwierdzenie 8.5. degw(H, s) < deg hc(s).

Dowód. Niech h = hc(s), e = es, B = Bs = {hnh
j ; 0 6 n < c(s), 0 6 j <

e} i niech

he − hc(s+1) = a1b1 + · · · + arbr,(8.3)

gdzie a1, . . . , ar ∈ k(g) i b1, . . . , br sa̧ parami różnymi elementami zbioru B.
Ponieważ stopnie elementów b1, . . . , br sa̧ parami nieprzystaja̧ce modulo d0 (Le-
mat 7.4), wiȩc istnieje q ∈ {1, . . . , r} takie, że

deg(he − hc(s+1)) = deg(aqbq)(8.4)

oraz deg(he − hc(s+1)) > deg(aibi) dla wszystkich i ̸= q.
Z równości (8.4) wynika, że liczba deg(he − hc(s+1)) należy do idea lu Ds.

Mamy ponadto: deg he = edc(s) ∈ Ds oraz deg hc(s+1) = dc(s+1) ̸∈ Ds. Sta̧d
wnioskujemy, że deg hc(s+1) < deg he, czyli deg(he−hc(s+1)) = deg he = edeg h.
Mamy zatem:

deg(aqbq) = edeg h oraz deg(aibi) < edeg h dla i ̸= q.(8.5)

Zauważmy jeszcze, że jeżeli deg bj ̸∈ Ds−1 (gdzie j ∈ {1, . . . , r}), to j ̸= q.
Istotnie, gdyby j by lo równe q wówczs, na mocy (8.5), deg(ajbj) = edeg h =
esdc(s) ∈ Ds−1 (patrz definicja liczby es). Ponadto deg aj ∈ D0 ⊆ Ds−1.
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Mielibyśmy wiȩc sprzeczność: deg bj = deg(ajbj) − deg aj ∈ Ds−1. Zatem
j ̸= q, a zatem z (8.5) wynika, że

jeżeli deg bj ̸∈ Ds−1, to deg(ajbj) < edeg h.(8.6)

Wróćmy teraz do równości (8.3) i spójrzmy na elementy b1, . . . , br należa̧ce
do zbioru B. Wybierzmy spośród tych elementów te wszystkie, które posiadaja̧
czynnik he−1. Jeżeli takich elementów nie ma, to z jednoznaczności rozk ladów
(8.3) i (8.2) wynika, że w(H, s) = 0 i wtedy stwierdzenie nasze jest udowodnione,
gdyż wtedy degw(H, s) = −∞ < deg h (ponieważ h ̸= 0).

Za lóżmy wiȩc, że {b1, . . . , bm}, gdzie m 6 r, jest zbiorem tych wszystkich
elementów spośród b1, . . . , br, które posiadaja̧ czynnik he−1. Mamy wówczas:

a1b1 + · · · + ambm = w(H, s)he−1.(8.7)

Niech j ∈ {1, . . . ,m}. Wtedy bj = hnh
e−1, dla pewnego n takiego, że 0 6 n <

c(s). To implikuje, że deg bj ̸∈ Ds−1. Istotnie, gdyby liczba deg bj = deg hn +
(e − 1)dc(s) należa la do idea lu Ds−1, to należa laby do tego idea lu także liczba
(e − 1)dc(s) (gdyż deg hn = dn ∈ Ds−1). By loby to sprzeczne z w lasnościa̧ mi-
nimalności liczby e. Teraz, na mocy (8.6) wnioskujemy, że deg(ajbj) < e deg h,
czyli (patrz (8.7) deg(w(H, s) + (e− 1) deg h = deg(w(H, s)he−1 < edeg h i sta̧d
wynika, że degw(H, s) < deg hc(s). �

9 Nowe α-systemy

Niech H = (h1, . . . , hN−1) bȩdzie α-systemem. Niech h0 = g, hN = 0 i
za lóżmy, że s jest ustalona̧ liczba̧ ze zbioru {1, . . . , p}. Oznaczmy przez H cia̧g
(h1, . . . , hN−1) funkcji wymiernych należa̧cych do cia la k(f, g), zdefiniowanych
nastȩpuja̧co:

Definicja 9.1.

hn =

{
hn, dla n ̸= c(s),

hc(s) − (1/es)w(H, s), dla n = c(s).

Stwierdzenie 9.2. H jest α-systemem.

Dowód. Ponieważ hc(s) ∈ Ac(s) = fc(s) + Lc(s)−1 i w(H, s) ∈ Lc(s)−1, wiȩc

hc(s) należy do zbioru Ac(s). Zatem hn ∈ An, dla n ∈ {1, . . . , N − 1}. Wiemy

(patrz Stwierdzenie 8.5), że degw(H, s) < deg hc(s). To implikuje, że deg hc(s) =

deg hc(s), a zatem liczby 0,deg h1, . . . , hN−1 sa̧ parami nieprzystaja̧ce modulo
deg g. �

W dowodzie nastȩpnego stwierdzenia wykorzystamy nastȩpuja̧cy lemat.
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Lemat 9.3. Jeżeli a2, a3, . . . , ae ∈ Lc(s)−1, to istnieja̧ jednoznacznie wyznaczo-

ne elementy b2, b3, . . . , be ∈ Lc(s)−1 takie, że

a2h
e−2 + a3h

e−3 + · · · + ae = b2h
e−2

+ b3h
e−3

+ · · · + be,

gdzie h = hc(s), h = hc(s) i e = es.

Dowód. Niech u = a2h
e−2 + · · · + ae. Zauważmy, że u ∈ L(e−1)c(s)−1.

Istotnie,

u ∈ Lc(s)−1(Ac(s))
e−2 ⊆ Lc(s)−1(Lc(s))

e−2(9.1)

⊆ Lc(s)−1+(e−2)c(s) = L(e−1)c(s)−1.

Przestrzeń L(e−1)c(s)−1 jest oczywíscie zawarta w Lec(s)−1 = Lc(s+1)−1, a zatem

u ∈ Lc(s+1)−1 i, na mocy Stwierdzenia 8.1, istnieja̧ jednoznacznie wyznaczone

elementy b1, . . . , be ∈ Lc(s)−1 takie, że

u = b1h
e−1

+ b2h
e−2

+ · · · + be.

Musimy pokazać, że b1 = 0. Przypuśćmy, że tak nie jest. Niech b1 ∈
Ln r Ln−1, gdzie 0 6 n < c(s) (przy czym zak ladamy, że L−1 = 0). Wtedy

b1h
e−1 ∈ Ln+(e−1)c(s) r V , gdzie V = Ln−1+(e−1)c(s) oraz

b1h
e−1

= u− u,(9.2)

gdzie u = b2h
e−2

+ · · · + be. Tak samo jak w (9.1) pokazujemy, że u ∈
L(e−1)c(s)−1. Ale L(e−1)c(s)−1 ⊆ V . Zatem prawa strona równości (9.2) należy
V . Natomiast lewa strona tej równości do V nie należy. Otrzymana sprzeczność
świadczy o tym, że b1 = 0 i to kończy dowód naszego lematu. �

Stwierdzenie 9.4 (por. [6] str. 403). Niech w = w(H, s) i w = w(H, s). Za-
 lóżmy, że w ̸= 0.

(1) Jeżeli w ∈ L0 = k(g), to w = 0.
(2) Jeżeli w ∈ Lj r Lj−1, gdzie 0 < j < c(s), to w = 0 lub w ∈ Li r Li−1

dla pewnego i takiego, że 0 6 i < j.

Dowód. Niech e = es, h = hc(s), h = hc(s) = h− (1/e)w i niech

R =
e−2∑
r=0

(
e

r

)
hr(−1

e
w)e−r

(przypomnijmy że e > 2; patrz Rozdzia l 7). Wtedy

he − hc(s+1) = whe−1 + w2h
e−2 + · · · + we−1h

1 + weh
0,
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gdzie w2, . . . , we ∈ Lc(s)−1, oraz

h
e − hc(s+1) = (h− 1

ew)e − hc(s+1)

= he −
(
e
1

)
he−1( 1

e )w1 + R− hc(s+1)

= (he − hc(s+1)) − whe−1 + R

= (w2h
e−2 + · · · + we−1h

1 + we) + R

Z Lematu 9.3 wynika, że istnieja̧ elementy b2, . . . , be ∈ Lc(s)−1 takie, że w2h
e−2+

· · · + we−1h
1 + we = b2h

e−2
+ · · · + be−1h

1
+ be, a zatem

h
e − hc(s+1) = (b2h

e−2
+ · · · + be−1h

1
+ be) + R.(9.3)

Zajmiemy siȩ teraz sk ladnikiem R. Za lóżmy, że w ∈ Lj , gdzie 0 6 j < c(s)
i niech m ∈ {0, 1, . . . , e− 2}. Wtedy

hmwe−m ∈ L
m

c(s)L
e−m

j ⊆ Lmc(s)+j(e−m)

i  latwo można sprawdzić, że mc(s)+j(e−m) 6 (e−1)c(s)+j−1. Sta̧d wynika,
że

R ∈ L(e−1)c(s)+j−1.(9.4)

Zauważmy dalej, że (e − 1)c(s) + j − 1 6 ec(s) − 1 = c(s + 1) − 1. Zatem
R ∈ Lc(s+1)−1, a zatem na mocy Stwierdzenia 8.1, istnieja̧ jednoznacznie wy-

znaczone elementy z1, . . . , ze ∈ Lc(s)−1 takie, że

R = z1h
e−1

+ · · · + ze−1h
1

+ ze.(9.5)

Teraz z (9.3) i (9.5) otrzymujemy równość

w = w(H, s) = z1.

Zauważmy jeszcze, że

z2h
e−2

+ · · · + ze ∈ Lc(s)−1(Lc(s))
e−2 ⊆ L(e−1)c(s)−1.

Mamy wiȩc, na mocy (9.4),

wh
e−1

= z1h
e−1 ∈ L(e−1)c(s)+j−1.(9.6)

Sta̧d już  latwo można wywnioskować tezȩ naszego stwierdzenia. Za lóżmy, że
w ̸= 0. Wtedy w ∈ Li rLi−1 dla pewnego i takiego, że 0 6 i < c(s), przy czym

zak ladamy, że L−1 = 0. Ponieważ h
e−1 ∈ A(e−1)c(s), wiȩc

wh
e−1 ∈ L(e−1)c(s)+i r L(e−1)c(s)+i−1.(9.7)
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Jeżeli j = 0, to w lasność (9.6) jest sprzeczna z w lasnościa̧ (9.7). Jeżeli wiȩc
j = 0 (czyli, gdy w ∈ k(g)), to w = 0. Udowodnilísmy zatem (1).

Niech teraz j > 0. Wtedy z (9.6) i (9.7) wynika, że (e − 1)c(s) + i − 1 <
(e− 1)c(s) + j − 1 czyli i < j, a zatem wykazalísmy (2). �

Pokazalísmy, że przy pomocy danego α-system H można otrzymać nowy α-

system H. W ten sam sposób z α-systemu H powstaje α-system H itd. Zróbmy
taka̧ zamianȩ dostateczna̧ ilość razy (dla każdego s = 1, . . . , p). Wówczas, na
podstawie Stwierdzenia 9.4, otrzymujemy:

Stwierdzenie 9.5. Istnieje α-system H taki, że dla każdego s ∈ {1, . . . , p} za-
chodzi równość w(H, s) = 0. �

Zanotujmy nastȩpuja̧cy lemat.

Lemat 9.6 ([2]). Niech e, n bȩda̧ liczbami naturalnymi takimi, że en 6 N .
Niech u, v ∈ k(f, g). Za lóżmy, że u ∈ An, v ∈ Aen oraz ue − v ∈ Len−n−1 (przy
czym zak ladamy, że L−1 = 0). Wtedy u ∈ An.

Dowodem tego lematu zajmiemy siȩ w ostatnim rozdziale, w którym udo-
wodnimy pewien fakt ogólniejszy (Stwierdzenie 11.1). Teraz pokażemy jak przy
pomocy Lematu 9.6 można udowodnić nastȩpuja̧ce stwierdzenie.

Stwierdzenie 9.7. Istnieje α-system H = (h1, . . . , hN−1) taki, że każdy element
postaci hc(s) (dla s = 1, . . . , p) należy do pierścienia k[f, g].

Dowód. Niech H beȩdzie α-systemem takim, jak w Stwierdzeniu 9.5. Po-
każemy, że jeżeli s ∈ {1, . . . , p}, to hc(s) ∈ k[f, g].

Za lóżmy najpierw, że s = p. Niech u = hc(p), v = hc(p+1) = hN = 0, e = ep,

n = c(p). Wtedy u, v ∈ k(f, g), en = epc(p) = c(p + 1) = N , u ∈ An oraz
równość N = (k(g)(f) : k(g)) implikuje, że v = 0 ∈ AN = Aen. Ponadto (na
mocy Wniosku 8.3 i Definicji 8.4),

ue − v = he
c(p) − hc(p+1) = w2h

e−2
c(p) + · · · + we−1hc(p) + we,

gdzie w2, . . . , we sa̧ pewnymi elementami należa̧cymi do Lc(p)−1. Sta̧d wynika,
że

ue − v ∈ Lc(p)−1(Lc(p))
e−2 ⊆ Lec(p)−c(p)−1 = Len−n−1.

Spe lnione sa̧ wiȩc wszystkie za lożenia Lematu 9.6. Zatem hc(p) = u ∈ An ⊆
k[f, g].

Niech teraz s + 1 6 p i za lóżmy, że hc(s+1) ∈ k[f, g]. Oznaczmy: u = hc(s),
v = hc(s+1), e = es i n = c(s). Wtedy en = esc(s) = c(s + 1) 6 c(p) < N ,

u ∈ An oraz v ∈ k[f, g] ∩ Ac(s+1) = Ac(s+1) = Aen (patrz Stwierdzenie 2.1).
Tak samo, jak powyżej (dziȩki temu, że w(H, s) = 0) pokazujemy, że ue − v ∈
Lc(s)es−c(s)−1 = Len−n−1. Spe lnione sa̧ wiȩc znowu wszystkie za lożenia Lematu
9.6. Zatem hc(s) = u ∈ An ⊆ k[f, g] �
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10 Istnienie β-systemu

Teraz możemy już udowodnić zapowiedziane wcześniej twierdzenie o istnie-
niu β-systemu.

Dowód Twierdzenia 3.4. Niech H = (h1, . . . , hN−1) bȩdzie α-systemem
takim, jak w Stwierdzeniu 9.7. Niech

H′ = {hj1
c(1) · · ·h

jp
c(p); 0 6 js < es dla s = 1, . . . , p},

J = {j1c(1) + · · · + jpc(p); 0 6 js < es dla s = 1, . . . , p}.

Ponieważ hc(1), . . . , hc(p) ∈ k[f, g], wiȩc H′ ⊂ k[f, g]. Każdy element postaci

hj1
c(1) · · ·h

jp
c(p) należy oczywíscie do zbioru Aj1c(1)+···+jpc(p). Pokażemy, że ele-

menty zbioru H′ można ustawić w różnowyrazowy cia̧g (h′
0 = 1, h′

1, . . . , h
′
N−1),

który bȩdzie β-systemem. W tym celu wystarczy udowodnić nastȩpuja̧ce cztery
w lasności:

(1) Każdy element zbioru J jest mniejszy od N .
(2) Elementy zbioru J sa̧ parami różne.
(3) Moc zbioru J jest równa N .
(4) Stopnie wielomianów należa̧cych do H′ sa̧ parami nieprzystaja̧ce modulo

deg g.

Dowód (1). Wiemy (patrz Stwierdzenie 7.3), że esc(s) = c(s + 1), dla s =
1, . . . , p. Wiemy także, że c(p + 1) = N . Mamy zatem:

j1c(1) + · · · + jpc(p) < e1c(1) + j2c(2) + · · · + jpc(p)
= c(2) + j2c(2) + · · · + jpc(p)
6 e2c(2) + j3c(3) + · · · + jpc(p)
= c(3) + j3c(3) + · · · + jpc(p)
...
6 epc(p) = c(p + 1) = N.

Dowód (2). Niech

j1c(1) + · · · + jpc(p) = i1c(1) + · · · + ipc(p),(10.1)

gdzie i1, j1 < e1, . . . , ip, jp < ep. Ponieważ c(1) = 1, c(2) = e1, c(3) =
e1e2, . . . , c(p) = e1 · · · ep−1 (patrz Wniosek 7.7), wiȩc z równości (10.1) wynika,
że liczba |i1− j1| jest podzielna przez e1, a zatem i1 = j1 (ponieważ i1, j1 < e1).
Mamy teraz nowa̧ równość j2c(2) + · · · + jpc(p) = i2c(2) + · · · + ipc(p), z której
wynika (po podzieleniu obu stron przez e1), że liczba |i2 − j2| jest podzielna
przez e2, czyli i2 = j2. Powtarzaja̧c to postȩpowanie stwierdzmy, że is = js dla
wszystkich s = 1, . . . , p.

Dowód (3). Z (2) wynika, że zbiór J ma dok ladnie e1 · · · ep = N liczb.
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Dowód (4). Niech

a = hi1
c(1) · · ·h

ip
c(p), b = hj1

c(1) · · ·h
jp
c(p),

gdzie 0 6 is, js < ee dla s = 1, . . . , p i za lóżmy, że deg a ≡ deg b (mod deg g).
Wtedy

(i1dc(1) + · · · + ipdc(p)) − (j1dc(1) + · · · + jpdc(p)) ∈ (d0),

a zatem |ip − jp|dc(p) ∈ Dp−1 i z w lasności minimalności liczby ep otrzymujemy
równość ip = jp. W podobny sposób stwierdzamy nastȩpnie, że ip−1 = jp−1.
Powtarzja̧c to postȩpowanie widzimy, że a = b. To kończy dowód w lasności (4)
oraz dowód Twierdzenia 3.4. �

11 Dowód Lematu 9.6

Pozosta l nam do udowodnienia Lemat 9.6. Zrobimy to w tym rozdziale. W
tym celu udowodnimy najpierw nastȩpuja̧ce stwierdzenie.

Stwierdzenie 11.1. Niech R ⊂ P bȩda̧ pierścieniami przemiennymi zawieraja̧-
cymi cia lo Q liczb wymiernych. Niech F ∈ P [x] bȩdzie wielomianem monicznym
stopnia n > 1 i niech e > 1 bȩdzie liczba̧ naturalna̧. Rozpatrzmy wielomian

F e = xne + bne−1x
ne−1 + bne−2x

ne−2 + · · · + b0.

Jeżeli bne−1, bne−2, . . . , bne−n ∈ R, to F ∈ R[x].

Dowód tego stwierdzenia poprzedzimy pewnymi lematami. Niech n, e bȩda̧
dodatnimi liczbami ca lkowitymi i niech

L(n, e) = {(in, . . . , i0) ∈ Zn+1; in + · · · + i0 = e, is > 0 dla s = 0, . . . , n}.

Na zbiorze L(n, e) określamy relacjȩ 6, czȩściowego porza̧dku, w nastȩpuja̧cy
sposób:

(in, . . . , i0) 6 (jn, . . . , j0)⇐⇒


in 6 jn

in−1 + in 6 jn + jn−1

...
i0 + · · · + in−1 + in 6 jn + jn−1 + · · · + j0.

Niech φ : L(n, e) −→ N ∪ {0} bȩdzie funkcja̧ zdefiniowana̧ wzorem

φ(in, . . . , i0) = nin + (n− 1)in−1 + · · · + 1i1 + 0i0.

Wówczas zachodzi nastȩpuja̧cy oczywisty lemat.
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Lemat 11.2. Niech i, j ∈ L(n, e). Wtedy:
(1) i 6 j ⇒ φ(i) 6 φ(j);
(2) i < j ⇒ φ(i) < φ(j);
(3) Jeżeli i ̸= j oraz φ(i) = φ(j), to elementy i, j nie sa̧ porównywalne

wzglȩdem 6. �

W zbiorze L(n, e) wyróżniamy elementy πn−1, . . . , π0, gdzie

πn−1 = (e− 1, 1, 0, 0, . . . , 0, 0),
πn−2 = (e− 1, 0, 1, 0, . . . , 0, 0),
...
π1 = (e− 1, 0, 0, 0, . . . , 1, 0),
π0 = (e− 1, 0, 0, 0, . . . , 0, 1).

Poniższy lemat też jest  latwy do udowodnienia.

Lemat 11.3. Niech i = (in, . . . , i0) ∈ L(n, e) i niech s ∈ {0, 1, . . . , n}. Wtedy:
(1) jeżeli is > 1, to φ(πs) > φ(i);
(2) jeżeli ir > 0 dla pewnego r < s, to φ(πs) > φ(i). �

Dowód Stwierdzenia 11.1. Niech F = xn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0,

gdzie an−1, . . . , a0 sa̧ elementami należa̧cymi do P . Mamy wówczas:

F e =
∑

in+···+i0=e

⟨in, . . . , i0⟩ain−1

n−1 · · · ai00 xφ(in,...,i0),(11.1)

gdzie ⟨i, . . . , i0⟩ = e!(in! · · · i0!)−1. Musimy pokazać, że elementy an−1, . . . , a0
należa̧ do pierścienia R. Zastosujemy indukcjȩ matematyczna̧.

Pokażemy najpierw, że an−1 ∈ R. W tym celu zbadajmy w (11.1) wspó l-
czynnik stoja̧cy przy xne−1. Ponieważ ne−1 = φ(πn−1), wiȩc mamy we wzorze
(11.1) sk ladnik

⟨e− 1, 1, 0, . . . , 0⟩a1n−1x
ne−1.

Niech i = (in, . . . , i0) bȩdzie takim elementem zbioru L(n, e), że φ(i) = ne−1 =
φ(πn−1). Jeżeli in−1 > 1, to φ(i) < φ(πn−1) (patrz Lemat 11.3). Moga̧ wiȩc
tylko zachodzić dwa przypadki: in−1 = 1 lub in−1 = 0.

Za lóżmy, że in−1 = 1. Wtedy in = e− 1. Istotnie, gdyby bowiem zachodzi la
nierówność in < e − 1, to ir > 0 dla pewnego r < n − 1 i wtedy (na mocy
Lematu 11.3) otzymujemy sprzeczność φ(πn−1) = φ(i) < φ(πn−1). Zatem w
tym przypadku i = πn−1.

Za lóżmy wiȩc, że in−1 = 0. Jeżeli in = e, to i = (e, 0, . . . , 0) i wtedy
φ(i) = ne > ne−1. Jeżeli in < e, to ir > 0 dla pewnego r < n−1 i sta̧d (znowu
na mocy Lematu 11.3) mamy φ(i) < φ(πn−1).

Wykazalísmy zatem, że jeżeli φ(i) = ne− 1, to i = πn−1. To implikuje, że

an−1 = e−1ean−1 = e−1⟨e− 1, 1, 0, . . . , 0⟩a1n−1 = e−1ben−1 ∈ R.
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Za lóżmy teraz, że an−1, . . . , an−s+1 ∈ R, dla pewnego s ∈ {2, 3, . . . , n}.
Pokażemy, że wtedy an−s ∈ R. W tym celu zbadajmy w (11.1) wspó lczynnik
stoja̧cy przy xne−s. Ponieważ ne − s = φ(πn−s), wiȩc mamy we wzorze (11.1)
sk ladnik

⟨e− 1, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0⟩a1n−sx
ne−s.

Jednomian xne−s może wystȩpować w (11.1) jescze kilka razy. Niech i =
(in, . . . , i0) bȩdzie takim elementem zbioru L(n, e), że φ(i) = ne− s = φ(πn−s).
Widzimy, na mocy Lematu 11.3, że wtedy in−s−1 = · · · = i0 = 0. Ponadto,
in−s = 0 lub in−s = 1.

Za lóżmy, że in−s = 1. Jeżeli in = e− 1, to i = πn−s. Niech wiȩc in < e− 1.
Mamy wtedy:

φ(i) = nin + (n− 1)in−1 + · · · + (n− s + 1)in−s+1 + (n− s)
6 nin + (n− 1)(in−1 + · · · + in−s+1) + n− s
= (n− 1)(in + in−1 + · · · + in−s+1) + in + n− s
= (n− 1)(e− 1) + in + n− s
< (n− 1)(e− 1) + (e− 1) + n− s
= ne− s = φ(πn−s).

Zatem, jeżeli in−s = 1, to i = πn−s.
Niech teraz in−s = 0. Wtedy przed xne−s stoi wspó lczynnik bȩda̧cy iloczy-

nem elementów an−1, . . . , an−s+1 podniesionych do pewnych potȩg i pomnożo-
nych przez liczbȩ ca lkowita̧. Widzimy wiȩc, . ze wtedy

bne−s = ⟨e− 1, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0⟩an−s + γ(an−1, . . . , an−s+1),

gdzie γ jest pewnym wielomianem o ca lkowitych wspó lczynnikach. Sta̧d (na
mocy za lożenia indukcyjnego) wynika, że an−s ∈ R i to kończy dowód Stwier-
dzenia 11.1. �

Dowód Lematu 9.6. Niech R = k[g] i P = k(g). Wtedy R ⊂ P sa̧
pierścieniami przemiennymi zawieraja̧cymi Q. Z za lożenia wynika, że

u = F (f), gdzie F = xn + an−1x
n−1 + · · · + a0 ∈ k(g)[x] = P [X],

v = H(f), gdzie H = xne + bne−1x
ne−1 + · · · + b0 ∈ k[g][x] = R[x].

Wtedy ue − v = (F e −H)(f), gdzie

F e −H = cne−1x
ne−1 + · · · + c0 ∈ k(g)[x] = P [x].

Ponieważ ne − 1 < ne 6 N oraz (k(g)(f) : k(g)) = N , wiȩc z tego, że (F e −
H)(f) ∈ Len−n−1 wynika, że wspó lczynniki cen−1, cen−2, . . . , cen−n sa̧ równe
zero. To oznacza, że wielomian F e ma wspó lczynniki przy xne−1, . . . , xne−n

takie, jak wielomian H, a wiȩc wspó lczynniki należa̧ce do R = k[g]. Sta̧d (na
mocy Stwierdzenia 11.1) F ∈ k[g][x], a wiȩc u = F (f) ∈ k[g][f ] = k[f, g]. Zatem
u ∈ An ∩ k[f, g] = An. To kończy dowód naszego lematu. �
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Richman’s proof of the Abhyankar-Moh theorem

Summary. Let k[t] be the polynomial ring in t over a field k of characteristic
zero. Let f, g ∈ k[t] r k and assume that k[f, g] = k[t]. Then deg f | deg g or
deg g | deg f . In the paper a proof (after D. R. Richman 1986) of this fact is
given.
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