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1 Wstȩp

Niech K bȩdzie cia lem, i niech K[X] = K[x1, . . . , xn] oraz K(X) =
K(x1, . . . , xn) bȩda̧ odpowiednio pierścieniem wielomianów i cia lem funkcji wy-
miernych nad K. Za lóżmy, że L jest podcia lem cia la K(X) zawieraja̧cym K i
rozważmy pierścień R = L ∩ K[X]. Pierścień ten jest podpierścieniem pierścienia
K[X] zawieraja̧cym K. Czternastym problemem Hilberta jest nastȩpuja̧ce pytanie.

Pytanie 1.1. Czy pierścień R jest skończenie generowany nad K ?

W 1956 roku Nagata ([6], [7]) wykaza l (konstruuja̧c odpowiedni przyk lad), że
odpowiedź na to pytanie może być negatywna. Liczba zmiennych w przyk ladzie
Nagaty jest równa n = 2r2, gdzie r > 4. Najmniejsza̧ taka̧ liczba̧ jest n = 32.

Za lóżmy teraz, że d jest K-derywacja̧ pierścienia K[X], tzn., d : K[X] → K[X]
jest K-liniowym odwzorowaniem takim, że d(ab) = ad(b) + bd(a), dla wszystkich
a, b ∈ K[X]. Niech K[X]d oznacza pierścień sta lych tej derywacji, tzn.:

K[X]d = {a ∈ K[X]; d(a) = 0}.

 Latwo sprawdzić, że K[X]d = L ∩ K[X], gdzie L jest cia lem u lamków pierścienia
K[X]d. Wystȩpuja̧ce tu cia lo L jest oczywíscie podcia lem cia la K(X) i zawiera K.
Mamy zatem szczególny przypadek czternastego problemu Hilberta:
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Pytanie 1.2. Czy pierścień K[X]d jest skończenie generowany nad K ?

Jeśli charakterystyka cia la K jest dodatnia, to nie jest trudno wykazać, że
odpowiedź na to pytanie jest pozytywna ([10]). Zak lóżmy dalej, że K jest cia lem
charakterystyki zero.

W 1988 roku udowodniono (w [10]), że rozważany pierścień K[X]d jest skończe-
nie generowany nad K w przypadku, gdy n 6 3. Nastȩpnie Derksen [1] wykaza l,
że pierścień, wystȩpuja̧cy we wspomnianym wyżej przyk ladzie Nagaty, jest postaci
K[X]d. Wynika sta̧d, że (dla n > 32) istnieje K-derywacja pierścienia K[X], której
pierścień sta lych nie jest skończenie generowany.

W 1990 roku Roberts [11] poda l, dla n = 7, nowy kontrprzyk lad do czter-
nastego problemu Hilberta. Później okaza lo sie (patrz [8] lub [9]), że pierścień
wystȩpuja̧cy w kontrprzyk ladzie Robertsa jest pierścieniem sta lych pewnej K-
derywacji D, pierścienia wielomianów (nad K) siedmiu zmiennych. Deveney i
Finston [2], w 1994 roku, opisali derywacjȩ D i podali inny dowód nieskończonej
generowalności jej pierścienia sta lych.

Z tych faktów wynika, że dla każdego n > 7, istnieje K-derywacja pierścienia
k[X], której pierścień sta lych nie jest skończenie generowany nad K. Pozosta l
nastȩpuja̧cy otwarty problem.

Pytanie 1.3. Niech d bȩdzie K-derywacja̧ pierścienia wielomianów K[X] =
K[x1, . . . , xn], gdzie 4 6 n 6 6. Czy pierścień K[X]d jest skończenie generowany
nad K ?

W niniejszej pracy badamy dok ladnie wspomniana̧ derywacjȩ D (podana̧ przez
Deveneya i Finstona) i wykazujemy, że jej pierścień sta lych nie jest skończenie
generowany. Dowód, który przedstawiamy, zosta l opracowany na podstawie pracy
Robertsa [11].

2 Derywacja D i jej w lasności

Przez ca ly czas K jest ustalonym cia lem charakterystyki zero oraz R = K[x, y, z]
jest pierścieniem wielomianów nad K trzech zmiennych x, y, z. Ponadto,

A = R[s, t, u, v] = K[x, y, z, s, t, u, v]

jest pierścieniem wielomianów nad K siedmiu zmiennych x, y, z, s, t, u, v. Usta-
lamy gradacjȩ na A taka̧, że zmienne x, y, z maja̧ stopień 0, a pozosta le zmienne,
s, t, u i v, maja̧ stopień 1. Przez An, dla n ∈ N0, oznaczamy grupȩ wszystkich
wielomianów jednorodnych stopnia n. W szczególności A0 = R oraz każde An jest
grupa̧ wszystkich zwyk lych wielomianów jednorodnych nad R zmiennych s, t, u i v.

Zajmować siȩ bȩdziemy K-derywacja̧ D : A → A zdefiniowana̧ równościami:

D(x) = 0, D(y) = 0, D(z) = 0,

D(s) = x3, D(t) = y3, D(u) = z3, D(v) = x2y2z2,
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tzn., derywacja D ma postać:

D = x3 ∂
∂s + y3 ∂

∂t + z3 ∂
∂u + x2y2z2 ∂

∂v .

Pierścień sta lych tej derywacji oznaczamy, tak jak zwykle, przez AD. Jest oczy-
wiste, że D jest R-derywacja̧ (tzn. D(R) = 0) oraz, że D jest derywacja̧ lokalnie
nilpotentna̧. Ponadto:

Stwierdzenie 2.1. D(An) ⊆ An−1 dla n ∈ N.

Dowód. Wystarczy sprawdzić to dla jednomianów. Niech w = satbucvd, gdzie
a, b, c, d ∈ N0, a + b + c + d = n. Wtedy

D(w) = ax3sa−1tbucvd + by3satb−1ucvd + cz3satbuc−1vd + d(xyz)2satbucvd−1.

Widzimy, że D(w) jest suma̧ czterech jednomianów (nad R), z których każdy należy
do An−1. �

Przez (x, y, z) oznaczamy idea l w R generowany przez zmienne x, y i z.

Stwierdzenie 2.2 ([11] Lemma 2). An ∩ AD ⊆ (x, y, z)An, dla n > 1.

Dowód. Niech F bȩdzie wielomianem należa̧cym do An ∩ AD, n > 1. Wielo-
mian ten (ponieważ należy do An) jest postaci

F =
∑

a+b+c+d=n

Fabcd · satbucvd,

gdzie elementy Fabcd należa̧ do pierścienia R. Należy wykazać, że wszystkie ele-
menty postaci Fabcd należa̧ do idea lu (x, y, z). Przypuśćmy, że tak nie jest.

Przypuśćmy, że pewien element α = Fabcd nie należy do (x, y, z). Wówczas

α = Fabcd = α′ + r, gdzie α′ ∈ (x, y, z) oraz 0 ̸= r ∈ K.

Ponieważ a+ b+ c+d = n > 1, wiȩc co najmniej jedna z liczb a, b, c, d jest wiȩksza
od zera.

Za lóżmy, że a > 0. Jednomian αsatbucvd wystȩpuje w sposób istotny w wielo-
mianie F . Zatem w wielomianie D(F ) wystȩpuje jednomian postaci

msa−1tbucvd, gdzie m ∈ R.

Zbadajmy wszystkie jednomiany tej postaci w D(F ). Takie jednomiany otrzymu-
jemy z tych jednomianów wystȩpuja̧cych w F , które sa̧ postaci:

αsatbucvd, βsa−1tb+1ucvd, γsa−1tbuc+1vd, δsa−1tbucvd+1,

gdzie α, β, γ, δ ∈ R, przy czym α = α′ + r. Za lożylísmy, że D(F ) = 0. Oznacza to,
że wspó lczynnik z R, wystȩpuja̧cy w D(F ) przy sa−1tbucvd, musi być równy zero.
Sta̧d otrzymujemy równość:

a(α′ + r)x3 + (b + 1)βy3 + (c + 1)γz3 + (d + 1)δx2y2z2 = 0.
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z której wynika sprzeczność: wielomian x3 należy do idea lu w R generowanego
przez wielomiany

x4, x3y, x3z, y3, z3, x2y2z2.

Sprzeczność tȩ otrzymalísmy przy za lożeniu, że a > 0. Do podobnych sprzeczności
dochodzimy w przypadkach, gdy b > 0 lub c > 0 lub d > 0. �

Stwierdzenie 2.3 ([11] Lemma 3). Dla każdego n > 0 istnieje jednorodny wie-
lomian Fn, należa̧cy do An ∩ AD, w którym wystȩpuje jednomian xvn ze wspó l-
czynnikiem równym 1.

Dowodem tego stwierdzenia zajmiemy siȩ później. Teraz, przy pomocy tego
stwierdzenia, udowodnimy g lówny wynik:

Twierdzenie 2.4 ([11]). Pierścień AD nie jest skończenie generowany nad K.

Dowód. Przypuśćmy, że pierścień AD jest skończenie generowany nad K.
Derywacja D jest jednorodna (Stwierdzenie 2.1), istnieje wiȩc skończony zbiór
generatorów, z których każdy jest wielomianem jednorodnym. Niech m bȩdzie
maksymalnym stopniem spośród stopni wszystkich generatorów. Rozważmy liczbȩ
naturalna̧ n wiȩksza̧ od m. Wiemy ze Stwierdzenia 2.3, że do AD należy wielo-
mian jednorodny F = Fn, stopnia n, w którym wystȩpuje jednomian xvn ze
wspó lczynnikiem równym 1. Wielomian ten jest wiȩc suma̧ iloczynów generatorów
ze wspó lczynnikami z cia la K. Ponieważ n > m, wiȩc żaden z wystȩpuja̧cych
iloczynów nie może sk ladać siȩ z tylko jednego czynnika. Każdy iloczyn ma wiȩc co
najmniej dwa czynniki, należy wiȩc (na mocy Stwierdzenia 2.2) do (x, y, z)2An. Za-
tem F ∈ (x, y, z)2An i w szczególności xvn ∈ (x, y, z)2An. Sta̧d wynika sprzeczność:
zmienna x należy do idea lu (x, y, z)2. �

Musimy jeszcze udowodnić Stwierdzenie 2.3.

3 Uwagi i fakty przygotowawcze

Zmierzamy do wykazania, że dla każdego n > 0 istnieje wielomian Fn należa̧cy
do An ∩ AD, w którym wystȩpuje jednomian xvn ze wspó lczynnikiem równym 1.

Niech n ∈ N0. Za lóżmy, że wielomian Fn (którego szukamy) ma postać

Fn = F (n, 0)vn + F (n, 1)vn−1 + F (n, 2)vn−2 + · · · + F (n, n− 1)v1 + F (n, n),

gdzie F (n, 0), F (n, 1), . . . , F (n, n) sa̧ wielomianami jednorodnymi należa̧cymi do
R[s, t, u] (nie ma zmiennej v), których stopnie sa̧ odpowiednio równe 0, 1, . . . , n.
Ponadto, F (n, 0) = x.

Stwierdzenie 3.1. Przy powyższych oznaczeniach nastȩpuja̧ce dwa warunki sa̧
równoważne.

(1) D(Fn) = 0,

(2) D(F (n, i)) = −(n− i + 1)F (n, i− 1)(xyz)2, dla i = 1, 2, . . . , n.
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Dowód. Wynika to z nastȩpuja̧cego cia̧gu równości:

0 = D(Fn)

= D
(∑n

i=0 F (n, i)vn−i
)

=
∑n

i=0 D
(
F (n, i)vn−i

)
=

∑n
i=0

(
D(F (n, i))vn−i) + (n− i)F (n, i)(xyz)2vn−i−1

)
=

∑n
i=0 D(F (n, i))vn−i +

∑n
i=0(n− i)F (n, i)(xyz)2vn−i−1

=
∑n

i=1 D(F (n, i))vn−i +
∑n−1

i=0 (n− i)F (n, i)(xyz)2vn−i−1

=
∑n

i=1 D(F (n, i))vn−i +
∑n

i=1(n− i + 1)F (n, i− 1)(xyz)2vn−i

=
∑n

i=1

(
D(F (n, i)) + (n− i + 1)F (n, i− 1)(xyz)2

)
vn−i. �

Przyk lad 3.2. Warunek (2) powyższego stwierdzenia spe lniaja̧ wielomiany:

F (n, 0) = x,

F (n, 1) = −ny2z2s,

F (n, 2) = +
(
n
2

)
(x2yz4st + x2y4zsu− x5yztu),

F (n, 3) = −
(
n
3

)
(x4z6st2 + x4y3z3stu + x4y6su2 − x7z3t2u− x7y3tu2),

F (n, 4) = +
(
n
4

)
(x3y2z8s2t2 − 2x3y5z5s2tu + x3y8z2s2u2 + 2x6y2z5st2u

= +2x6y5z2stu2 − 3x9y2z2t2u2),

F (n, 5) = −
(
n
5

)
(3x2y4z10s3t2 − 6x2y7z7s3tu + 3x2y10z4s3u2 − 2x5yz10s2t3

+2x5y4z7s2t2u + 2x5y7z4s2tu2 − 2x5y10z1s2u3 + 4x8yz7st3u

−3x8y4z4st2u2 + 4x8y7zstu3 − 2x11yz4t3u2 − 2x11y4zt2u3).

�

Z przyk ladu tego otrzymujemy poszukiwane wielomiany Fn dla n = 0, 1, 2, 3,
4, 5. Zanotujmy te wielomiany dla n = 0, 1, 2, 3.

Przyk lad 3.3.

F0 = x,

F1 = xv1 − y2z2s,

F2 = xv2 − 2y2z2sv + x2yz4st + x2y4zsu− x5yztu,

F3 = xv3 − 3y2z2sv2 + 3(x2yz4st + x2y4zsu− x5yztu)v

−(x4z6st2 + x4y3z3stu + x4y6su2 − x7z3t2u− x7y3tu2). �

4 Jednomiany dopuszczalne

Wszystkie jednomiany wystȩpuja̧ce w wielomianie Fn (obserwujemy to dla n =
0, 1, . . . , 5) maja̧ pewna̧ wspólna̧ w lasność. Jeśli G jest takim jednomianem, to



24

wielomian Dn(G) jest równy Dn(xvn) (z dok ladnościa̧ do wspó lczynnika z cia la
K).

Przyk lad 4.1.

(1) D1(xv1) = D1(y2z2s) = x3y2z2,

(2) D2(xv2) = D2(y2z2sv) = D2(x2yz4st) = D2(x2y4zsu) = D2(x5yztu) =
2x5y4z4,

(3) D3(xv3) = D3(y2z2sv2) = D3(x2yz4stv) = D3(x2y4zsuv) = . . . = 6x7y6z6.
�

Zauważmy (patrz Stwierdzenie 2.1), że jeśli G ∈ An, to Dn(G) ∈ R. Nastȩpne
stwierdzenie podaje dok ladniejsze informacje.

Stwierdzenie 4.2. Jeśli a + b + c + d = n, to

Dn
(
satbucvd

)
= n! · x3a+2dy3b+2dz3c+2d

.

Dowód. Z wzoru Leibniza wiemy, że

Dn(satbucvd) =
∑

i+j+p+q=n

⟨i, j, p, q⟩Di(sa)Dj(tb)Dp(uc)Dq(vd),

gdzie ⟨i, j, p, q⟩ = (i+j+p+q)!
i!·j!·p!·q! . Stwierdzenie 2.1 implikuje, że Di(sa) = 0 dla i > a.

Analogicznie Dj(tb) = 0 dla j > b, Dp(uc) = 0 dla p > c, Dq(vd) = 0 dla q > d.
Jest ponadto oczywiste, że Da(sa) = a! · x3a, Db(tb) = b! · y3b, Dc(uc) = c! · z3c,
Dd(vd) = d! · (xyz)2d. Mamy zatem

Dn(satbucvd) = ⟨a, b, c, d⟩Da(sa)Db(tb)Dc(uc)Dd(vd)

= ⟨a, b, c, d⟩ · a! · b! · c! · d! · x3ay3bz3c(xyz)2d

= n! · x3a+2dy3b+2dz3c+2d. �

Wniosek 4.3. Niech a, b, c, d, i, j, k ∈ N0. Jeśli a + b + c + d = n, to

Dn
(
xiyjzksatbucvd

)
= n! · x3a+2d+iy3b+2d+jz3c+2d+k. �

Wniosek 4.4. Dn (xvn) = n! · x2n+1y2nz2n. �

Niech i, j, k, a, b, c, d bȩda̧ nieujemnymi liczbami ca lkowitymi. Za lóżmy, że a +
b + c + d = n
i rozważmy jednomian

G = (xiyjzk)satbucvd.

Jest to jednomian należa̧cy do An.
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Definicja 4.5. Mówimy, że powyższy jednomian G jest dopuszczalnym jednomia-
nem stopnia n, jeśli

Dn(G) = Dn(xvn) = n! · x2n+1y2nz2n.

Stwierdzenie 4.6. Jednomian G = (xiyjzk)satbucvd stopnia n (gdzie
i, j, k, a, b, c, d ∈ N0 oraz a + b + c + d = n) jest dopuszczalny wtedy i tylko wtedy,
gdy

a 6
[
2m+1

3

]
, b 6

[
2m
3

]
, c 6

[
2m
3

]
, (gdzie m = n− d = a + b + c),(4.1)

oraz

i = 2m + 1 − 3a, j = 2m− 3b, k = 2m− 3c.(4.2)

Przez [x] oznaczamy czȩść ca lkowita̧ liczby x.

Dowód. Z Wniosku 4.3 wynika, że jednomian G jest dopuszczalny wtedy i
tylko wtedy, gdy

x3a+2d+iy3b+2d+jz3c+2d+k = x2n+1y2nz2n.

Sta̧d otrzymujemy trzy równości:

3a + 2d + i = 2n + 1, 3b + 2d + j = 2n, 3c + 2d + k = 2n,

czyli:

i = 2(n− a− d) − a + 1, j = 2(n− b− d) − b, k = 2(n− c− d) − c.

Wiemy, że a + b + c + d = n. Zatem:

i = 2(b + c) − a + 1, j = 2(a + c) − b, k = 2(a + b) − c

i sta̧d, po uzwglȩdnieniu równości a + b + c = m = n − d, otrzymujemy równości
(4.2):

i = 2m + 1 − 3a, j = 2m− 3b, k = 2m− 3c.

Ponieważ i, j, k sa̧ nieujemnymi liczbami ca lkowitymi, wiȩc: 2m+1 > 3a, 2m > 3b,
2m > 3c, a zatem mamy nierówności (4.1):

a 6
[
2m+1

3

]
, b 6

[
2m
3

]
, c 6

[
2m
3

]
.

Wykazalísmy wiȩc, że jeśli G jest dopuszczalnym jednomianem stopnia n, to za-
chodza̧ warunki (4.1) i (4.2). Widzimy, na mocy powyższych rachunków, że za-
chodzi również implikacja w przeciwnym kierunku. �

Ze stwierdzenia tego wynika, że dopuszczalny jednomian G (stopnia n) jest
jednoznacznie wyznaczony przez liczby ca lkowite a, b, c. Zanotujmy to dok ladniej:
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Stwierdzenie 4.7. Niech n ∈ N. Niech (a, b, c) bȩdzie trójka̧ nieujemnych liczb
ca lkowitych spe lniaja̧cych nierówności

a 6
[
2m+1

3

]
, b 6

[
2m
3

]
, c 6

[
2m
3

]
,

gdzie m = a+ b+ c 6 n. Istnieje wtedy dok ladnie jeden dopuszczalny jednomian G
stopnia n, którego wyk landniki przy zmiennych s, t, u sa̧ odpowiednio równe a, b, c.
Jednomian ten jest równy

(xiyjzk)satbucvn−m,

gdzie i = 2m + 1 − 3a, j = 2m− 3b, k = 2m− 3c. �

Zauważmy jeszcze, że (na mocy powyższych stwierdzeń) liczby ca lkowite i, j, k,
wystȩpuja̧ce w dopuszczalnym jednomianie nie zależa̧ od d (czyli od wyk ladnika
przy zmiennej v). Zależa̧ one tylko od liczb a, b, c. Sta̧d wynikaja̧, w szczególności,
nastȩpuja̧ce dwa stwierdzenia.

Stwierdzenie 4.8. Jeśli G jest dopuszczalnym jednomianem stopnia n, to G · vp
(gdzie p ∈ N) jest dopuszczalnym jednomianem stopnia n + p. �

Stwierdzenie 4.9. Jeśli G = (xiyjzk)satbucvd jest dopuszczalnym jednomianem,
to

i + j + k = 3(a + b + c) + 1. �

5 Jednomiany specjalne i jednomiany stowarzy-
szone

Jeśli w ∈ A oraz n ∈ N, to przez w(n) oznaczamy n-ta̧ podzielona̧ potȩgȩ wielo-
mianu w, tzn.:

w(n) = 1
n!w

n.

Jednomianem specjalnym stopnia n nazywać bȩdziemy każdy jednomian

(xiyjzk)s(a)t(b)u(c)v(d) = 1
a!·b!·c!·d! (x

iyjzk)satbucvd,

taki, że (xiyjzk)satbucvd jest dopuszczalnym jednomianem stopnia n. Jednomia-
ny specjalne sa̧ to wiȩc jednomiany dopuszczalne pomnożone przez pewne liczby
wymierne. Przypomnijmy (patrz Stwierdzenie 4.7), że jednomiany dopuszczalne
stopnia n (a zatem również jednomiany specjalne stopnia n) sa̧ jednoznacznie wyz-
naczone przez swoje liczby a, b, c.

Zbiór wszystkich jednomianów specjalnych stopnia n oznaczać bȩdziemy przez
Sn.
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Niech G = (xiyjzk)s(a)t(b)u(c)v(d) bȩdzie jednomianem specjalnym stopnia n.
Rozpatrzmy nastȩpuja̧ce jednomiany stopnia n− 1:

(xi+3yjzk)s(a−1)t(b)u(c)v(d), o ile a > 0,

(xiyj+3zk)s(a)t(b−1)u(c)v(d), o ile b > 0,

(xiyjzk+3)s(a)t(b)u(c−1)v(d), o ile c > 0,

(xi+2yj+2zk+2)s(a)t(b)u(c)v(d−1), o ile d > 0.

Każdy z tych jednomianów nazywać bȩdziemy jednomianem stowarzyszonym z G.
Jeśli n > 0, to istnieje co najmniej jeden taki jednomian. Liczba wszystkich jedno-
mianów stowarzyszonych z G nie jest wiȩksza od 4.  Latwo wykazać:

Stwierdzenie 5.1. Jeśli H1, . . .Hp, (gdzie p 6 4) sa̧ wszystkimi jednomianami
stowarzyszonymi z jednomianem specjalnym G, to D(G) = H1 +H2 + · · ·+Hp. �

Przez Bn oznaczać bȩdziemy zbiór wszystkich jednomianów, stowarzyszonych
z jednomianami specjalnymi stopnia n. Dany jednomian należy wiȩc do zbioru Bn

dok ladnie wtedy, gdy jest jednomianem stowarzyszonym z pewnym jednomianem
specjalnym stopnia n. Stopień każdego jednomianu należa̧cego do Bn jest równy
n− 1.

Stwierdzenie 5.2. Każdy jednomian należa̧cy do Bn jest jednoznacznie wyznaczo-
ny przez swoje wyk ladniki przy zmiennych s, t, u. Innymi s lowy, za lóżmy, że

H1 =
(
xi1yi2zi3

)
s(a1)t(a2)u(a3)v(a4), H2 =

(
xj1yj2zj3

)
s(b1)t(b2)u(b3)v(b4)

sa̧ jednomianami należa̧cymi do Bn. Jeśli (a1, a2, a3) = (b1, b2, b3), to H1 = H2.

Dowód. Ponieważ jednomiany H1 i H2 maja̧ ten sam stopień, równy n − 1,
wiȩc:

a4 = (n− 1) − (a1 + a2 + a3) = (n− 1) − (b1 + b2 + b3) = b4,

czyli (a1, a2, a3, a4) = (b1, b2, b3, b4). Należy zatem wykazać, że (i1, i2, i3) =
(j1, j2, j3). W tym celu udowodnimy, że

(i1, i2, i3) = (2a2 + 2a3 − a1 + 3, 2a1 + 2a3 − a2 + 2, 2a1 + 2a2 − a3 + 2).

Z definicji jednomianu stowarzyszonego wynika, że jednomian H1 jest stowarzyszo-
ny z jednomianem specjalnym (stopnia n), którego wyk ladniki przy s, t, u, v tworza̧
jedna̧ z nastȩpuja̧cych czwórek:

(a1 + 1, a2, a3, a4), (a1, a2 + 1, a3, a4), (a1, a2, a3 + 1, a4), (a1, a2, a3, a4 + 1).

Rozważmy każdy z tych przypadków i skorzystajmy ze Stwierdzenia 4.7.

Przypadek (a1 + 1, a2, a3, a4):

(i1, i2, i3) = (2(n− a4) + 1 − 3(a1 + 1) + 3, 2(n− a4) − 3a2, 2(n− a4) − 3a3),

= (2(a1 + a2 + a3 + 1) + 1 − 3a1, 2(a1 + a2 + a3 + 1) − 3a2,

2(a1 + a2 + a3 + 1) − 3a3),

= (2a2 + 2a3 − a1 + 3, 2a1 + 2a3 − a2 + 2, 2a1 + 2a2 − a3 + 2).
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Przypadek (a1, a2 + 1, a3, a4):

(i1, i2, i3) = (2(n− a4) + 1 − 3a1, 2(n− a4) − 3(a2 + 1) + 3, 2(n− a4) − 3a3),

= (2(a1 + a2 + a3 + 1) + 1 − 3a1, 2(a1 + a2 + a3 + 1) − 3a2,

2(a1 + a2 + a3 + 1) − 3a3),

= (2a2 + 2a3 − a1 + 3, 2a1 + 2a3 − a2 + 2, 2a1 + 2a2 − a3 + 2).

Przypadek (a1, a2, a3 + 1, a4):

(i1, i2, i3) = (2(n− a4) + 1 − 3a1, 2(n− a4) − 3a2, 2(n− a4) − 3(a3 + 1) + 3),

= (2(a1 + a2 + a3 + 1) + 1 − 3a1, 2(a1 + a2 + a3 + 1) − 3a2,

2(a1 + a2 + a3 + 1) − 3a3),

= (2a2 + 2a3 − a1 + 3, 2a1 + 2a3 − a2 + 2, 2a1 + 2a2 − a3 + 2).

Przypadek (a1, a2, a3, a4 + 1):

(i1, i2, i3) = (2(n− (a4 + 1)) + 1 − 3a1 + 2, 2(n− (a4 + 1)) − 3a2 + 2,

2(n− (a4 + 1)) − 3a3 + 2),

= (2(a1 + a2 + a3) + 1 − 3a1 + 2, 2(a1 + a2 + a3) − 3a2 + 2,

2(a1 + a2 + a3) − 3a3 + 2),

= (2a2 + 2a3 − a1 + 3, 2a1 + 2a3 − a2 + 2, 2a1 + 2a2 − a3 + 2).

Widzimy zatem, że w każdym przypadku cia̧gi (i1, i2, i3) sa̧ takie same. Ponie-
waż jednomian H2 powstaje w ten sam sposób, wiȩc sta̧d wynika, że (i1, i2, i3) =
(j1, j2, j3). Zatem H1 = H2. �

W dowodzie powyższego stwierdzenia wykazalísmy:

Stwierdzenie 5.3. Jeśli
(
xi1yi2zi3

)
s(a1)t(a2)u(a3)v(a4) jest jednomianem należa̧-

cym do Bn, to

(i1, i2, i3) = (2a2 + 2a3 − a1 + 3, 2a1 + 2a3 − a2 + 2, 2a1 + 2a2 − a3 + 2). �

6 Macierz odwzorowania Dn

Niech n ∈ N. Wyróżnilísmy dwa zbiory jednomianów w A. Pierwszym z nich
jest zbiór Sn, jednomianów specjalnych stopnia n. Drugim jest zbiór Bn, wszyst-
kich jednomianów stowarzyszonych z jednomianami należa̧cymi do Sn. Rozważmy
teraz K-podprzestrzenie liniowe w A rozpiȩte na tych zbiorach. Oznaczmy te pod-
przestrzenie odpowiednio przez Sn i Bn. Sa̧ to przestrzenie skończenie wymiarowe
(zbiory Sn i Bn sa̧ bowiem skończone).

Wiemy (patrz Stwierdzenie 5.1), że D (Sn) ⊆ Bn. Niech Dn oznacza odwzoro-
wanie D obciȩte do Sn. Mamy zatem K-liniowe przekszta lcenie

Dn : Sn → Bn

takie, że Dn(w) = D(w) dla wszystkich w ∈ Sn. Badać bȩdziemy teraz macierz
przekszta lcenia Dn. Spójrzmy najpierw na kilka przyk ladów.
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Przyk lad 6.1. Niech n = 2. Wiemy, że jednomiany specjalne stopnia 2 sa̧ jed-
noznacznie wyznaczone przez trójki (a, b, c) nieujemnych liczb ca lkowitych takich,
że a 6 [(2m + 1)/3], b 6 [2m/3], c 6 [2m/3], gdzie a + b + c = m 6 2.

Dla m = 2 mamy: a + b + c = 2 oraz a, b, c 6 1. W tym przypadku mamy trzy
trójki (1, 1, 0), (1, 0, 1) oraz (0, 1, 1), z których otrzymujemy (patrz Stwierdzenie
4.7) trzy jednomiany specjalne stopnia 2:

1100 = (x2yz4)s(1)t(1)u(0)v(0),

1010 = (x2y4z)s(1)t(0)u(1)v(0),

0110 = (x5yz)s(0)t(1)u(1)v(0).

Dla m = 1 mamy: a+ b+ c = 1 oraz a 6 1, b 6 0, c 6 0. W tym przypadku mamy
tylko jedna̧ trójkȩ: (1, 0, 0) i z niej powstaje jednomian specjalny

1001 = (y2z2)s(1)t(0)u(0)v(1).

Dla m = 0 otrzymujemy tylko jeden jednomian specjalny:

0002 = (x)s(0)t(0)u(0)v(2) = xv(2).

Zbiór S2 sk lada siȩ zatem z piȩciu jednomianów: 1100, 1010, 0110, 1001, 0002.

Zbadajmy teraz zbiór B2, jednomianów stowarzyszonych z powyższymi jed-
nomianami. Wypiszmy jeszcze raz wszystkie jednomiany specjalne i obok nich
wszystkie jednomiany z nimi stowarzyszone.

1100 : 1000 = (x2y4z4)s(1)t(0)u(0)v(0), 0100 = (x5yz4)s(0)t(1)u(0)v(0);

1010 : 1000 = (x2y4z4)s(1)t(0)u(0)v(0), 0010 = (x5y4z)s(0)t(0)u(1)v(0);

0110 : 0100 = (x5yz4)s(0)t(1)u(0)v(0), 0010 = (x5y4z)s(0)t(0)u(1)v(0);

1001 : 1000 = (x2y4z4)s(1)t(0)u(0)v(0), 0001 = (x3y2z2)s(0)t(0)u(0)v(1);

0002 : 0001 = (x3y2z2)s(0)t(0)u(0)v(1).

Zbiór B2 sk lada siȩ wiȩc z czterech jednomianów: 1000, 0100, 0010 i 0001.

Rozpatrzmy teraz odwzorowanie D2 : S2 → B2. Dla elementów bazowych (czyli
dla jednomianów specjalnych) mamy nastȩpuja̧ce równości, (porównaj Stwierdzenie
5.1):

D2(1100) = 1000 + 0100, D2(1010) = 1000 + 0010,

D2(0110) = 0100 + 0010, D2(1001) = 1000 + 0001,

D2(0002) = 0001.

Odwzorowanie D2 ma zatem (w rozważanych bazach) macierz, która̧ symbolicznie
zapisujemy w nastȩpuja̧cy sposób:

1100 1010 0110 1001 0002

1000 1 1 0 1 0
0100 1 0 1 0 0
0010 0 1 1 0 0

0001 0 0 0 1 1

Zakończylísmy omawianie przyk ladu dla n = 2. �
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Przyk lad 6.2. Niech n = 3. Jednomiany specjalne stopnia 3 sa̧ jednoznacznie wy-
znaczone przez trójki (a, b, c) nieujemnych liczb ca lkowitych takich, że a 6 [(2m +
1)/3], b 6 [2m/3], c 6 [2m/3], gdzie a + b + c = m 6 3.

Dla m = 3 mamy: a+b+c = 3 oraz a, b, c 6 2. W tym przypadku mamy siedem
trójek: (2, 1, 0), (2, 0, 1), (1, 2, 0), (1, 1, 1), (1, 0, 2), (0, 2, 1) i (0, 1, 2), z których
otrzymujemy (patrz Stwierdzenie 4.7) siedem jednomianów specjalnych stopnia 3.
Jednomiany te oznaczać bȩdziemy symbolicznie odpowiednio przez abc0:

2100 = (xy3z6)s(2)t(1), 2010 = (xy6z3)s(2)u(1),

1200 = (x4z6)s(1)t(2), 1110 = (x4y3z3)s(1)t(1)u(1),

1020 = (x4y6)s(1)u(2), 0210 = (x7z3)t(2)u(1),

0120 = (x7y3)t(1)u(2).

Dla m = 2 mamy: a+ b+ c = 2 oraz a, b, c 6 1. Sytuacja jest dok ladnie taka sama,
jak dla m = 2 w Przyk ladzie 6.1 (dla n = 2). W tym przypadku mamy trzy trójki
(1, 1, 0), (1, 0, 1) oraz (0, 1, 1), z których otrzymujemy trzy jednomiany specjalne
stopnia 3:

1101 = (x2yz4)s(1)t(1)v(1),

1011 = (x2y4z)s(1)u(1)v(1),

0111 = (x5yz)t(1)u(1)v(1).

Dla m = 1 mamy: a+b+c = 1 oraz a 6 1, b 6 0, c 6 0. Sytuacja jest dok ladnie taka
sama, jak dla m = 1 w Przyk ladzie 6.1 (dla n = 2). W tym przypadku mamy tylko
jedna̧ trójkȩ: (1, 0, 0) i z niej powstaje jednomian specjalny: 1002 = (y2z2)s(1)v(2).

Dla m = 0 otrzymujemy tylko jeden jednomian specjalny: 0003 = (x)v(3).

Zbiór S3 sk lada siȩ zatem z dwunastu jednomianów:

2100, 2010, 1200, 1110, 1020, 0210, 0120, 1101, 1011, 0111, 1002, 0003.

Zbadajmy teraz zbiór B3, jednomianów stowarzyszonych z powyższymi jedno-
mianami. Wiemy (Stwierdzenia 5.2, 5.3), że jednomiany stowarzyszone sa̧ jedno-
znacznie wyznaczone przez wyk ladniki p, q, r stoja̧ce odpowiednio przy zmiennych
s, t, u. Wyk ladnik przy v jest wtedy równy d = (n− 1)− p− q− r. Taki jednomian
stowarzyszony oznaczać bȩdziemy symbolicznie przez pqrd.

Wypiszmy jeszcze raz wszystkie jednomiany specjalne stopnia 3 i obok nich
wszystkie jednomiany z nimi stowarzyszone.

2100 : 2000, 1100; 2010 : 2000, 1010;

1200 : 1100, 0200; 1110 : 1100, 1010, 0110;

1020 : 1010, 0020; 0210 : 0200, 0110;

0120 : 0110, 0020; 1101 : 1100, 1001, 0101;

1011 : 1010, 1001, 0011; 0111 : 0110, 0101, 0011;

1002 : 1001, 0002; 0003 : 0002.

Zbiór B3 sk lada siȩ wiȩc z 10 jednomianów:

2000, 1100, 1010, 0200, 0110, 0020, 1001, 0101, 0011, 0002.
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Odwzorowanie D3 : S3 → B3 ma zatem (w rozważanych bazach) macierz, która̧
symbolicznie zapisujemy w nastȩpuja̧cy sposób:

2100 2010 1200 1110 1020 0210 0120 1101 1011 0111 1002 0003

2000 1 1
1100 1 1 1 1
1010 1 1 1 1
0200 1 1
0110 1 1 1 1
0020 1 1
1001 1 1 1
0101 1 1
0011 1 1
0002 1 1

Zaznaczono tylko jedynki. W miejscach pustych stoja̧ zera. �

Przyk lad 6.3. Niech n = 4. Zbiór S4 sk lada siȩ z 20 jednomianów:

3100, 3010, 2200, 2110, 2020, 1210, 1120, 0220,
2101, 2011, 1201, 1111, 1021, 0211, 0121,
1102, 1012, 0112,
1003,
0004.

Natomiast zbiór B4 ma 18 jednomianów:

3000, 2100, 2010, 1200, 1110, 1020, 0210, 0120,
2001, 1101, 1011, 0201, 0111, 0021,
1002, 0102, 0012,
0003.

Odwzorowanie D4 : S4 → B4 ma (w rozważanych bazach) macierz:

1 1
1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 1

1 1 1 1
1 1 1

1 1 1
1 1 1

1 1
1 1 1 1

1 1 1 1
1 1

1 1 1 1
1 1

1 1 1
1 1

1 1
1 1

Zaznaczono tylko jedynki. W miejscach pustych stoja̧ zera. �
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Niech teraz n bȩdzie dowolna̧ liczba̧ naturalna̧. Porza̧dkujemy elementy zbioru
Sn w taki sposób by potȩgi zmiennej v nie mala ly. Podobny porza̧dek wprowadzamy
dla elementów zbioru Bn. Grupujemy ponadto razem wszystkie jednomiany z ta̧
sama̧ potȩga̧ zmiennej v. Wówczas macierz odwzorowania Dn : Sn → Bn ma
nastȩpuja̧ca̧ blokowa̧ postać:

M =



M0 N1 0 0 . . . 0 0 0

0 M1 N2 0 . . . 0 0 0

0 0 M2 N3 . . . 0 0 0

...
...

...
...

...
...

...

0 0 0 0 . . . Nn−2 0 0

0 0 0 0 . . . Mn−2 Nn−1 0

0 0 0 0 . . . 0 Mn−1 1


Każda z wystȩpuja̧cych tu macierzy Md (dla d = 0, 1, . . . , n− 1) ma wymiar pd ×
qd, gdzie pd jest liczba̧ wszystkich jednomianów w zbiorze Bn posiadaja̧cych przy
zmiennej v wyk ladnik d, natomiast qd jest liczba̧ wszystkich jednomianów w zbiorze
Sn posiadaja̧cych przy zmiennej v wyk ladnik d. Każda macierz postaci Nd+1 (dla
d = 0, 1, . . . , n− 1) ma wymiar pd × qd+1.
W szczególności, ostatnia macierz Nn jest wymiaru 1 × 1 i jest równa [1].

Stwierdzenie 6.4. Rza̧d każdej macierzy Md (dla d = 0, 1, . . . , n− 1), jest równy
liczbie pd, czyli liczbie wszystkich wierszy macierzy Md.

Dowodem tego stwierdzenia zajmiemy siȩ w nastȩpnych rozdzia lach.

Zmierzamy do dowodu Stwierdzenia 2.3, z którego skorzystalísmy w dowodzie
g lównego wyniku (Twierdzenia 2.4). Wykażemy teraz, że stwierdzenie to wynika
ze Stwierdzenia 6.4.

Dowód Stwierdzenia 2.3. Rozpatrzmy macierz M ′, powsta la̧ z macierzy
M przez odrzucenie ostatniej kolumny. Rza̧d macierzy M ′ jest równy (na mocy
Stwierdzenia 6.4) liczbie wszystkich wierszy tej macierzy. Macierz M ma zatem taki
sam rza̧d co macierz M ′. Oznacza to w szczególności, że ostatnia kolumna macierzy
M jest kombinacja̧ liniowa̧ (nad cia lem K) pozosta lych kolumn tej macierzy. Mamy
zatem równość postaci

L = α1E1 + · · · + αrEr,

w której L jest ostatnia̧ kolumna̧ macierzy M (czyli kolumna̧ sk ladaja̧ca̧ siȩ z
samych zer i jednej jedynki), a E1, . . . , Er sa̧ wszystkimi pozosta lymi kolumnami.
Elementy α1, . . . , αr należa̧ do cia la K.

Wiemy, że kolumny macierzy M odpowiadaja̧ jednomianom specjalnym stopnia
n, czyli elementom zbioru Sn. Innymi s lowy, każda kolumna jest wektorem przed-
stawiaja̧cym w bazie Bn element postaci Dn(w), gdzie w ∈ Sn. W szczególności
ostatnia kolumna (czyli kolumna, która̧ oznaczylísmy przez L) dotyczy jednomianu
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specjalnego xv(n). Pozosta le jednomiany specjalne oznaczmy odpowiednio przez
w1, . . . , wr i rozważmy wielomian Fn = (n!) · F , gdzie

F = xv(n) − α1w1 − α2w2 − · · · − αrwr.

Wielomian Fn jest jednorodny i jego stopień jest równy n, należy wiȩc do An. W
wielomianie tym wystȩpuje jednomian xvn ze wspó lczynnikiem równym 1. Ponad-
to:

D(Fn) = Dn(n! · F ) = n! · (L− α1E1 − . . .− αrEr) = n! · 0 = 0.

Zatem Fn ∈ AD i to kończy dowód Stwierdzenia 2.3. �
Pozosta lo do udowodnienia Stwierdzenie 6.4.

7 Trójka̧ty i sześcioka̧ty

Niech d bȩdzie ustalona̧ liczba̧ ze zbioru {0, 1, . . . , n) i niech m = n − d.
Rozważmy macierz Md. Musimy wykazać (patrz Stwierdzenie 6.4), że wszystkie
wiersze tej macierzy sa̧ liniowo niezależne nad K. Wiemy, że macierz ta ma tyle
wierszy ile jest wszystkich jednomianów w zbiorze Bn posiadaja̧cych przy zmien-
nej v wyk ladnik d. Wiemy również (na mocy Stwierdzeń 5.2 i 5.3), że jednomiany
takie sa̧ jednoznacznie wyznaczone przez swoje wyk ladniki a1, a2, a3 przy zmien-
nych s, t, u. Suma tych wyk ladników (czyli a1 + a2 + a3) jest w tym przypadku
sta la i wynosi (n−1)−d = m−1. Wyk ladniki te spe lniaja̧ jeszcze pewne warunki,
wynikaja̧ce z definicji jednomianów stowarzyszonych z jednomianami specjalnymi.

Wiersze macierzy Md można wiȩc indeksować pewnymi jednomianami stopnia
m− 1, postaci sa1ta2ua3 .

Uporza̧dkujmy wszystkie jednomiany (zmiennych s, t, u) ustalonego stopnia w
naturalna̧ trójka̧tna̧ postać. Dla przyk ladu jednomiany stopnia 2 można uporza̧-
dkować nastȩpuja̧co:

s2

st su
t2 tu u2

Oto takie uporza̧dkowania dla stopni 3, 4 i 5

s3

s2t s2u
st2 stu su2

t3 t2u tu2 u3

s4

s3t s3u
s2t2 s2tu s2u2

st3 st2u stu2 su3

t4 t3u t2u2 tu3 u4

s5

s4t s4u
s3t2 s3tu s3u2

s2t3 s2t2u s2tu2 s2u3

st4 st3u st2u2 stu3 su4

t5 t4u t3u2 t2u3 tu4 t5

W podobny sposób porza̧dkujemy wszystkie jednomiany ustalonego stopnia.
Takie uporza̧dkowanie rozważa Roberts w [11]. Wystarczy zaznaczać tylko odpo-
wiednie wyk ladniki. Na przyk lad dla jednomianów mamy wtedy trójka̧t:
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500
410 401

320 311 302
230 221 212 203

140 131 122 113 104
050 041 032 023 014 005

Wyjaśnilísmy już, że wiersze macierzy Md można indeksować rozważanymi jed-
nomianami stopnia m−1. Pewne z nich należy jednak odrzucić. Zależy to tylko od
liczby m. Wynika to z w lasności jednomianów specjalnych i definicji jednomianów
stowarzyszonych z jednomianami specjalnymi.

Nastȩpuja̧ce rysunki przedstawiaja̧ schematycznie odpowiednie trójka̧ty wraz z
odrzuconymi jednomianami. Jednomiany odrzucone zaznaczono t lusta̧ kropka̧.

◦◦ ◦
m− 1 = 1

◦◦ ◦◦ ◦ ◦
m− 1 = 2

◦◦ ◦◦ ◦ ◦• ◦ ◦ •
m− 1 = 3

•◦ ◦◦ ◦ ◦◦ ◦ ◦ ◦• ◦ ◦ ◦ •
m− 1 = 4

•◦ ◦◦ ◦ ◦◦ ◦ ◦ ◦◦ ◦ ◦ ◦ ◦• ◦ ◦ ◦ ◦ •
m− 1 = 5

•◦ ◦◦ ◦ ◦◦ ◦ ◦ ◦◦ ◦ ◦ ◦ ◦• ◦ ◦ ◦ ◦ •• • ◦ ◦ ◦ • •
m− 1 = 6

•• •◦ ◦ ◦◦ ◦ ◦ ◦◦ ◦ ◦ ◦ ◦◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦• ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ •• • ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ • •• • • ◦ ◦ ◦ ◦ • • •
m− 1 = 9

Powstaja̧ sześcioka̧ty (trójka̧ty z obciȩtymi rogami). Rozpatrzmy, przy ustalo-
nym m, wieloka̧t powyższej postaci dla m− 1.

Definiujemy dwie liczby naturalne p i q. Liczba p jest
liczba̧ wszystkich niet lustych kropek (czyli kropek postaci
◦ ) wystȩpuja̧cych w pierwszym górnym niet lustym wier-
szu. Liczba q jest liczba̧ wszystkich niet lustych kropek
wystȩpuja̧cych w ostatnim wierszu. Tabelka przedstawia
liczby p i q dla wieloka̧tów z powyższych przyk ladów.

m− 1 p q
1 1 2
2 1 3
3 1 2
4 2 3
5 2 4
6 2 3
9 3 4

Stwierdzenie 7.1. p = m− [(2m + 1)/3], q = 2[2m/3] −m + 2.

Dowód. Przy powyższych za lożeniach zmienna s wystȩpuje z maksymalnym
wyk ladnikiem równym [(2m + 1)/3]. Liczba t lustych wierszy wystȩpuja̧cych w
górnym rogu trójka̧ta jest wiȩc równa (m − 1) − [(2m + 1)/3]. Zatem p = (m −
1) − [(2m + 1)/3] + 1 = m− [(2m + 1)/3].

Rachunki dla liczby q sa̧ podobne. Ostatni wiersz ma m kropek (t lustych i
niet lustych). Z lewej strony jest (m−1)−[2m/3] kropek t lustych i tyle samo kropek
t lustych jest z prawej strony. Zatem: q = m−2((m−1)−[2m/3]) = 2[2m/3]−m+2.
�
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Stwierdzenie 7.2. Liczba q jest zawsze wiȩksza od liczby p.

Dowód. Należy wykazać, że 2[2m/3]−m+2 > m−[(2m+1)/3], (skorzystalísmy
ze Stwierdzenia 7.1) czyli, że: 2[2m/3] + [(2m + 1)/3] + 2 > 2m. Rozpatrujemy
trzy przypadki:

m = 3k : 2[2m/3] + [(2m + 1)/3] + 2 = 6k + 2 = 2m + 2 > 2m;

m = 3k + 1 : 2[2m/3] + [(2m + 1)/3] + 2 = 6k + 3 = 2m + 1 > 2m;

m = 3k + 2 : 2[2m/3] + [(2m + 1)/3] + 2 = 6k + 5 = 2m + 1 > 2m. �

8 Liniowa niezależność wierszy macierzy Md

Niech, tak jak w poprzednim rozdziale, d bȩdzie ustalona̧ liczba̧ ze zbioru
{0, 1, . . . , n− 1} i niech m = n− d. Rozważmy macierz Md.

Zmierzamy do wykazania, że wszystkie wiersze tej macierzy sa̧ liniowo niezale-
żne nad K. Zaznaczmy, że wyrazami macierzy Md sa̧ tylko zera i jedynki. Każda
kolumna tej macierzy ma co najwyżej trzy jedynki. To samo dotyczy każdego
wiersza.

Wyjaśnialísmy już niejednokrotnie, że macierz Md nie zależy od d, a tylko zależy
od liczby m = n−d. Możemy wiȩc w dalszym cia̧gu za lożyć, że d = 0, czyli m = n.
Wystarczy zatem udowodnić, że wiersze macierzy M0 sa̧ liniowo niezależne nad k.

Wiemy, z poprzedniego rozdzia lu, że każda taka macierz (w szczególności ma-
cierz M0) ma tyle wierszy ile jest niet lustych kropek w wieloka̧cie odpowiadaja̧cym
liczbie m− 1.

Oznaczmy niet luste kropki wystȩpuja̧ce w pierwszy górnym niet lustym wier-
szu (pamiȩtamy, że jest ich p) odpowiednio przez (1, 1), (1, 2), . . . , (1, p). Kropki w
nastȩpnym wierszu ozanaczać bȩdziemy odpowiednio przez (2, 1), (2, 2),
(2, 3), . . .. Kropki w trzecim wierszu oznaczamy jako (3, 1), (3, 2), . . ., itd. Takie,
oznaczenia stosujemy aż do ostatniego wiersza, przy czym nie zważamy na to, czy
kropki sa̧ t luste czy niet luste. T luste kropki w dolnych odrzuconych rogach maja̧
też swoje oznaczenia.

Rozważany wieloka̧t, czyli zbiór wszystkich niet lustych kropek, oznaczmy przez
B. Zdanie ”(i, j) ∈ B” oznacza wiȩc, że kropka (i, j) wystȩpuje w wieloka̧cie i jest
niet lusta.

Niet lustych kropek jest tyle ile jest wierszy w macierzy M0. Wiersz macierzy
M0 odpowiadaja̧cy kropce (i, j) ∈ B oznaczać bȩdziemy przez W(i,j).

Rozważmy teraz nastȩpuja̧ca̧ równość:∑
(i,j)∈B

γ(i, j) ·W(i,j) = 0,(8.1)

w której wszystkie elementy postaci γ(i, j) należa̧ do cia la K.

Stwierdzenie 8.1. Każdy element postaci γ(i, j), wystȩpuja̧cy w równości (8.1),
jest równy zero.
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Ze stwierdzenia tego wynika, że wszystkie wiersze macierzy M0 (a sta̧d, że
wszystkie wiersze każdej macierzy postaci Md) sa̧ liniowo niezależne nad K. Sta̧d
wynika zatem Stwierdzenie 6.4, jedyne stwierdzenie, które pozosta lo do udowod-
nienia.

Teraz wystarczy udowodnić tylko Stwierdzenie 8.1. W tym celu zbadajmy
dok ladniej elementy postaci γ(i, j). Wstawmy w każde (niet luste) miejsce (i, j)
wieloka̧ta B element γ(i, j). Otrzymujemy w ten sposób wieloka̧tna̧ tablicȩ z ele-
mentami cia la K, która̧ oznaczać bȩdziemy przez γ. Tablica ta posiada pewne
w lasności, które przypominaja̧ w lasności trójka̧ta Pascala. Mówi o tym nastȩpuja̧ce
stwierdzenie.

Stwierdzenie 8.2.

(1) Suma każdych trzech elementów tablicy γ, stoja̧cych w sa̧siednich punktach
tworza̧cych trójka̧t postaci ∇, jest równa zero.

(2) Suma każdych dwóch sa̧siednich elementów tablicy γ, leża̧cych w niet lustych
punktach na brzegu g lównego trójka̧ta, jest równa zero (dotyczy to również podstawy
trójka̧ta).

Dowód. Każdy wiersz macierzy M0 ma tyle wspó lrzȩdnych ile jest w tej
macierzy kolumn, czyli tyle ile jest jednomianów specjalnych stopnia m z zerowym
wyk ladnikiem przy zmiennej v. Każda kolumna ma co najwyżej trzy jedynki, a
pozosta le miejsca sa̧ zerowe.

Kolumna, która ma dok ladnie trzy jedynki pochodzi od takiego specjalnego jed-
nomianu G, w którym każda ze zmiennych s, t, u wystȩpuje z niezerowym wyk lad-
nikiem (gdyż wtedy i tylko wtedy wielomian D(G) jest suma̧ dok ladnie trzech jed-
nomianów stowarzyszonych). Rozpisuja̧c równość (8.1) wzglȩdem takiej kolumny
(czyli wzglȩdem wspó lrzȩdnej odpowiadaja̧cej tej kolumnie) otrzymujemy równość
postaci

γ(i, j) + γ(i, j + 1) + γ(i + 1, j + 1) = 0.

Elementy γ(i, j), γ(i, j+1) oraz γ(i+1, j+1) stoja̧ w punktach tworza̧cych trójka̧t
postaci ∇. Jest oczywiste, że każda taka równość powstaje w ten sposób. Udowod-
nilísmy zatem (1).

Kolumna, która ma dok ladnie dwie jedynki pochodzi od takiego specjalnego
jednomianu (z zerowym wyk ladnikiem przy zmiennej v), w którym nie wystȩpuje
dok ladnie jedna ze zmiennych s, t, u. Rozpisuja̧c równość (8.1) wzglȩdem takiej
kolumny otrzymujemy równości, o których mowa w (2). �

Poniższy przyk lad jest ilustracja̧ Stwierdzenia 8.2 i jego dowodu dla m− 1 = 3.

Przyk lad 8.3. Niech n = m = 4. Jednomianami specjalnymi stopnia 4 bez zmiennej
v sa̧: 3100, 3010, 2200, 2110, 2020, 1210, 1120, 0220 (patrz Przyk lad 6.3). Oznaczać
je bȩdziemy teraz bez wyk ladnika zerowego: 310, 301, 220, 211, 202, 121, 112, 022.
Jednomiany stowarzyszone z tymi jednomianami, to: 3000, 2100, 2010, 1200, 1110, 1020,



37

0210, 0120. Opuszczać bȩdziemy dolne zero. Macierz M0 ma w tym przypadku postać:

310 301 220 211 202 121 112 022,

300 1 1

210 1 1 1

201 1 1 1

120 1 1

111 1 1 1

102 1 1

021 1 1

012 1 1

Wieloka̧t dotycza̧cy tej sytuacji wygla̧da tak:

300
210 201

120 111 102
021 012

Oznaczmy wiersze powyższej macierzy tak samo jak odpowiednie jednomiany sto-
warzyszone i za lóżmy, że zachodzi równość (8.1). W tym przypadku równość ta ma
postać:

γ(300) ·300+γ(210) ·201+γ(120) ·120+γ(111) ·111+γ(102) ·102+γ(021) ·021+γ(012) ·012 = 0,

gdzie wszystkie elementy postaci γ(ijk) należa̧ do cia la K.

Z równości tej otrzymujemy osiem nastȩpuja̧cych równości (tyle równości ile macierz
M0 ma kolumn):

γ(300) + γ(210) = 0, γ(300) + γ(201) = 0,
γ(210) + γ(120) = 0, γ(210) + γ(201) + γ(111) = 0,
γ(201) + γ(102) = 0, γ(120) + γ(111) + γ(021) = 0,
γ(111) + γ(102) + γ(012) = 0, γ(021) + γ(012) = 0.

Zauważmy, że wszystkie równości, w których wystȩpuja̧ trzy sk ladniki wyznaczaja̧ w
wieloka̧cie trójka̧t postaci ∇. Pozosta le równości (z dwoma sk ladnikami) spe lniaja̧ waru-
nek (2) Stwierdzenia 8.2. �

Ze Stwierdzenia 8.2 wynika, że wszystkie elementy postaci γ(i, j) można wy-
znaczyć jednoznacznie przy pomocy elementów: γ(1, 1), γ(1, 2), . . . , γ(1, p), czyli
elementów z pierwszego niet lustego górnego wiersza.

9 W lasności elementów postaci γ(i , j)

Wszystkie oznaczenia sa̧ takie, jak w poprzednich rozdzia lach. Rozpoczy-
namy od nastȩpuja̧cego ogólnego lematu, w którym wystȩpuja̧ symbole Newtona.
Zak ladamy, że jeśli a < b lub b < 0, to

(
a
b

)
= 0.

Lemat 9.1. Niech a1, . . . , ap ∈ K. Niech

aij = (−1)i−1
∑p

h=1

(
i−1
j−h

)
ah

dla i ∈ N, j ∈ Z. Wówczas:

(1) a11 = a1, a12 = a2, . . ., a1p = ap;

(2) aij = 0 dla j < 0;

(3) aij + ai,j+1 + ai+1,j+1 = 0.
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Dowód. W lasności (1) i (2) sa̧ oczywiste. Wykażemy w lasność (3).

aij + ai,j+1 + ai+1,j+1 = (−1)i−1
∑p

h=1

(
i−1
j−h

)
ah + (−1)i−1

∑p
h=1

(
i−1

j+1−h

)
ah

+ (−1)i
∑p

h=1

(
i

j+1−h

)
ah

= (−1)i−1
∑p

h=1

((
i−1
j−h

)
+

(
i−1

j+1−h

)
−
(

i
j+1−h

))
= (−1)i−1

∑p
h=1 0

= 0. �

W dalszym cia̧gu elementy γ(1, 1), γ(1, 2), . . . , γ(1, p) oznaczać bȩdziemy odpowie-
dnio przez

γ1, γ2, . . . , γp.

Z powyższego lematu oraz ze Stwierdzenia 8.2 wynika:

Stwierdzenie 9.2. Dla wszystkich (i, j) ∈ B zachodzi równość:

γ(i, j) = (−1)i−1
∑p

h=1

(
i−1
j−h

)
γh. �

Chca̧c zatem udowodnić Stwierdzenie 8.1 wystarczy udowodnić:

Stwierdzenie 9.3. Wszystkie elementy γ1, γ2, . . . , γp sa̧ równe zero.

Dowód. Rozważany wieloka̧t ma w ostatnim wierszu q niet lustych kropek.
Wiemy, że q > p (patrz Stwierdzenie 7.2) Oznaczmy je odpowiednio przez (r, l),
(r, l+1), . . . (r, l+ q−1) (r i l sa̧ pewnymi liczbami naturalnymi). Ze Stwierdzenia
8.2 wynika, że

γ(r, l) + γ(r, l + 1) = 0,

γ(r, l + 1) + γ(r, l + 2) = 0,

...

γ(r, l + q − 2) + γ(r, l + q − 1) = 0.

Spójrzmy na pierwsza̧ z tych równości i zastosujmy do niej Stwierdzenie 9.2. Otrzy-
mujemy wówczas równość:

(−1)r−1
∑p

h=1

(
r−1
l−h

)
γh + (−1)r−1

∑p
h=1

(
r−1

l+1−h

)
γh = 0,

z której wynika równość: ∑p
h=1

(
r

l+1−h

)
γh = 0.

W ten sposób otrzymujemy nastȩpuja̧cy jednorodny uk lad równań:

∑p
h=1

(
r

l+1−h

)
γh = 0∑p

h=1

(
r

l+2−h

)
γh = 0

...∑p
h=1

(
r

l+q−1−h

)
γh = 0.
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Równań jest q− 1 i mamy p niewiadomych: γ1, . . . , qp. Wiemy, że q− 1 > p (patrz
Stwierdzenie 7.2). Rozpatrzmy p × p macierz wyznaczona̧ przez p pocza̧tkowych
równań. Macierz ta ma postać [cij ], przy czym

cij =
(

r
l+1+i−j

)
.

Wystarczy teraz udowodnić, że macierz ta ma niezerowy wyznacznik. Permutacja
kolumn, określona wzorem j 7→ p+1−j, sprawia, że badany wyznacznik jest równy
(z dok ladnościa̧ do znaku) wyznacznikowi macierzy [c′ij ], gdzie

c′ij =
(

r
l−p+i+j

)
.

Z oczywistej nierówności [2m/3] 6 [(2m + 1)/3] + 1 wynika, że l − p > 0. Bez
trudu stwierdzamy również, że wszystkie wystȩpuja̧ce tu symbole Newtona sa̧ różne
od zera. Teza wynika zatem z Twierdzenia 10.1, które bȩdzie udowodnione w
nastȩpnym rozdziale. �

Spójrzmy na dwa nastȩpuja̧ce przyk lady ilustruja̧ce dowód powyższego stwier-
dzenia oraz dowód Stwierdzenia 8.1.

Przyk lad 9.4. Rozważmy przypadek m− 1 = 5. Wieloka̧t dotycza̧cy tego przy-
padku ma postać:

•◦ ◦◦ ◦ ◦◦ ◦ ◦ ◦◦ ◦ ◦ ◦ ◦• ◦ ◦ ◦ ◦ •

Liczby p i q sa̧ odpowiednio równe 2 i 4. Oznaczmy: a = γ1 = γ(1, 1), b = γ2 =
γ(1, 2). Tablica γ ma zatem, na mocy Stwierdzenia 8.2, nastȩpuja̧ca̧ postać:

a b

−a −a− b −b

a 2a + b a + 2b b

−a −3a− b −3a− 3b −a− 3b −b

4a + b 6a + 4b 4a + 6b a + 4b

Suma każdych dwóch sa̧siednich elementów ostatniego wiersza jest (na mocy
Stwierdzenia 8.2), równa zero. Mamy zatem, w szczególności, dwie równości:{

(4a + b) + (6a + 4b) = 0,

(6a + 4b) + (4a + 6b) = 0.

Z równości tych wynika, że a = b = 0. �

Przyk lad 9.5. Niech m− 1 = 6. Wieloka̧t dotycza̧cy tego przypadku ma postać:
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•◦ ◦◦ ◦ ◦◦ ◦ ◦ ◦◦ ◦ ◦ ◦ ◦• ◦ ◦ ◦ ◦ •• • ◦ ◦ ◦ • •

Liczby p i q sa̧ odpowiednio równe 2 i 3. Oznaczmy: a = γ1 = γ(1, 1), b = γ2 =
γ(1, 2). Tablica γ ma zatem, na mocy Stwierdzenia 8.2, nastȩpuja̧ca̧ postać:

a b

−a −a− b −b

a 2a + b a + 2b b

−a −3a− b −3a− 3b −a− 3b −b

4a + b 6a + 4b 4a + 6b a + 4b

−10a− 5b −10a− 10b −5a− 10b

Suma każdych dwóch sa̧siednich elementów ostatniego wiersza jest (na mocy
Stwierdzenia 8.2), równa zero. Mamy zatem, w szczególności, dwie równości:{

(−10a− 5b) + (−10a− 10b) = 0,

(−10a− 10b) + (−5a− 10b) = 0.

Z równości tych wynika, że a = b = 0. �

10 Wyznacznik z symbolami Newtona

Oznaczenia stosowane w tym rozdziale nie maja̧ żadnego zwia̧zku z oznaczeniami
stosowanymi w poprzednich rozdzia lach.

Niech n bȩdzie liczba̧ naturalna̧ i niech p, q bȩda̧ liczbami ca lkowitymi takimi,
że

0 6 q + 2 6 q + 2n 6 p.

Rozważmy n× n macierz A = A(p, q) = [aij ], w której

aij =
(

p
q+i+j

)
, dla i, j = 1, . . . , n.

Wyznacznik tej macierzy oznaczać bȩdziemy przez wn(p, q). Mamy zatem:

wn(p, q) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
p

q+1+1

) (
p

q+1+2

)
. . .

(
p

q+1+n

)
(

p
q+2+1

) (
p

q+2+2

)
. . .

(
p

q+2+n

)
...

...
...(

p
q+n+1

) (
p

q+n+2

)
. . .

(
p

q+n+n

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Celem tego rozdzia lu jest podanie dowodu nastȩpuja̧cego twierdzenia.
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Twierdzenie 10.1. Liczba wn(p, q) jest różna od zera.

Przed dowodem zanotujmy najpierw dwa proste lematy.

Lemat 10.2.
(
n
k

)
= n+1−k

k

(
n

k−1

)
, dla 1 6 k 6 n. �

Lemat 10.3. n+1
k+1

(
n
k

)
=

(
n+1
k+1

)
, dla 0 6 k 6 n. �

Istotna̧ rolȩ odgrywa nastȩpny lemat.

Lemat 10.4. wn(p, q) = (−1)n−1
(

p
q+2

)
1

(q+3)(q+4)···(q+n+1)wn−1(p + 1, q + 2).

Dowód. Niech A1, . . . An oznaczaja̧ kolumny macierzy A = A(p, q) i niech

cj = p−q−j−1
q+j+2 , dla j = 1, 2, . . . , n− 1.

 Latwo sprawdzić, że

cj = p−q−j−1
q+j+2 =

(
p

q+1+j

)−1( p
q+1+j+1

)
,

dla j = 1, 2, . . . , n−1. Każda̧ kolumnȩ Aj (dla j = 1, . . . n−1) mnożymy przez cj i
odejmujemy od kolumny Aj+1. W ten sposób otrzymujemy nowa̧ n×n macierz B,
której wyznacznik pokrywa siȩ z wyznacznikiem macierzy A, tzn. detB = dn(p, q).
Wystarczy zatem badać detB.

Pierwszy wiersz macierzy B jest równy

[
(

p
q+1+1

)
, 0, 0, . . . , 0].

Kolumny B1, . . . , Bn macierzy B maja̧ postać: B1 = A1 oraz

Bj = Aj − cj−1Aj−1, dla j = 2, . . . , n.

Zbadajmy liczbȩ bij , (tzn. i-ta̧ wspó lrzȩdna̧ kolumny Bj) dla j > 1.

bij =
(

p
q+i+j

)
− p−q−j

q+j+1

(
p

q+i+j−1

)
= (p+1)−(q+i+j)

q+i+j

(
p

q+i+j−1

)
− p−q−j

q+j+1

(
p

q+i+j−1

)
(Lemat 10.2)

=
(

p
q+i+j−1

) (
p+1−q−j−i
q+i+j+1 − p−q−j

q+j+1

)
=

(
p

q+i+j−1

) (p+1)(1−i)
(q+i+j)(q+j+1)

= 1−i
q+j+1 · p+1

q+i+j

(
p

q+i+j−1

)
= 1−i

q+j+1

(
p+1

q+i+j

)
(Lemat 10.3).
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Macierz B ma zatem nastȩpuja̧ca̧ postać:

B =



(
p

q+1+1

)
0 0 . . . 0(

p
q+2+1

) −1
q+1+2

(
p+1

q+2+2

) −1
q+1+3

(
p+1

q+2+3

)
. . . −1

q+1+n

(
p+1

q+2+n

)
(

p
q+3+1

) −2
q+1+2

(
p+1

q+3+2

) −2
q+1+3

(
p+1

q+3+3

)
. . . −2

q+1+n

(
p+1

q+3+n

)
...

...
...

...(
p

q+i+1

) −(i−1)
q+1+2

(
p+1

q+i+2

) −(i−1)
q+1+3

(
p+1

q+i+3

)
. . . −(i−1)

q+1+n

(
p+1

q+i+n

)
...

...
...

...(
p

q+n+1

) −(n−1)
q+1+2

(
p+1

q+n+2

) −(n−1)
q+1+3

(
p+1

q+n+3

)
. . . −(n−1)

q+1+n

(
p+1

q+n+n

)



.

Widzimy wiȩc, że

wn(p, q) = detB = (−1)n−1
(

p
q+2

) (n−1)!
(q+3)(q+4)···(q+n+1) · detC,

gdzie C jest (n− 1) × (n− 1) macierza̧ równa̧

(
p+1

q+2+1+1

) (
p+1

q+2+1+2

)
. . .

(
p+1

q+2+1+(n−1)

)
(

p+1
q+2+2+1

) (
p+1

q+2+2+2

)
. . .

(
p+1

q+2+2+(n−1)

)
...

...
...(

p+1
q+2+(n−1)+1

) (
p+1

q+2+(n−1)+2

)
. . .

(
p+1

q+2+(n−1)+(n−1)

)


.

Wyznacznik z tej macierzy jest oczywíscie równy wn−1(p + 1, q + 2). To kończy
dowód lematu. �

Dowód Twierdzenia 10.1. Ponieważ w1(p, q) =
(

p
q+2

)
̸= 0, wiȩc twierdzenie

zachodzi dla n = 1. Teza wynika zatem z Lematu 10.4 i indukcji. �

Twierdzenie 10.1 wykorzystalísmy w dowodzie Stwierdzenia 9.3, które by lo os-
tatnim etapem dowodu Twierdzenia 2.4, g lównego twierdzenia tej pracy.
Udowodnilísmy zatem, że pierścień sta lych badanej derywacji D nie jest skończenie
generowany.

11 Uwagi końcowe

11.1 Rozważmy K-automorfizm σ pierścienia A, zdefiniowany równościami:

σ(x) = x, σ(y) = y, σ(z) = z,

σ(s) = s + x3, σ(t) = t + y3, σ(u) = u + z3, σ(v) = v + x2y2z2.
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Automorfizm ten pokrywa sȩ z automorfizmem

eD =
∑∞

p=0
1
p!
Dp

(pamiȩtamy, że derywacja D jest lokalnie nilpotentna). Pierścień niezmienników tego
automorfizmu, czyli pierścień

Aσ = {w ∈ A; σ(w) = w}

jest równy pierścieniowi AD. Z Twierdzenia 2.4 wynika zatem nastȩpuja̧ce twierdzenie.

Twierdzenie 11.1. Pierścień Aσ nie jest skończenie generowany nad K.

11.2 Niech m bȩdzie liczba̧ naturalna̧ i niech Dm : A → A bȩdzie K-derywacja̧ taka̧,
że:

Dm(x) = 0, Dm(y) = 0, Dm(z) = 0,

Dm(s) = xm+1, Dm(t) = ym+1, Dm(u) = zm+1, Dm(v) = xmymzm.

Derywacja D, badana w tej pracy, jest derywacja̧ D2. Powtarzaja̧c ca ly dowód Twierdze-
nia 2.4 można udowodnić:

Twierdzenie 11.2 ([11]). Jeśli m > 2, to pierścień ADm nie jest skończenie genero-
wany nad K.

11.3 Rozpatrzmy pierścień wielomianów K[X,Y ] = K[x1, . . . , xn, y1, . . . , ym], gdzie
n,m ∈ N. Mówić bȩdziemy, że dana K-derywacja d pierścienia K[X,Y ] jest elementarna,
jeśli jest postaci:

d(x1) = 0, d(x2) = 0, . . . , d(xn) = 0,

d(y1) = f1, d(y2) = f2, . . . , d(ym) = fm,

gdzie f1, . . . , fm ∈ K[X] = K[x1, . . . , xn]. Każda derywacja elementarna jest lokalnie
nilpotentna. Derywacja D, badana w tej pracy, jest elementarna (tutaj n = 3, m = 4).
Można udowodnić nastȩpuja̧ce twierdzenia.

Twierdzenie 11.3 ([4]). Niech d bȩdzie elementarna̧ K-derywacja̧ taka̧, jak powyżej i
niech R bȩdzie jej pierścieniem sta lych.

(1) Jeśli idea l w K[X], generowany przez wielomiany f1, . . . , fm, jest równy K[X], to
pierścień R jest skończenie generowany nad K.

(2) Jeśli n 6 2 lub m 6 2, to pierścień R jest skończenie generowany nad K.

Twierdzenie 11.4 ([4]). Jeśli m > 4, to dla każdego n > 3 istnieje elementarna K-
derywacja z nieskończenie generowanym pierścieniem sta lych.
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Roberts’ counterexample to the fourteenth problem of
Hilbert

Summary. Let A = K[x, y, z, s, t, u, v] be the polynomial ring in seven variables
over a field K of characteristic zero and let D : A → A be the derivation of A
defined by the equalities:

D(x) = D(y) = D(z) = 0, D(s) = x3, D(t) = y3, D(u) = z3, D(v) = x2y2z2.

It is known (P. Roberts 1990) that the ring of constants with respect to D is not
finitely genereted over K. In the paper a proof of this fact is given.
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