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1 Wstȩp

Niech k bȩdzie cia lem. Niech k[X] = k[x1, . . . , xn] oraz k(X) = k(x1, . . . , xn)
bȩda̧ odpowiednio pierścieniem wielomianów i cia lem funkcji wymiernych nad k.
Za lóżmy, że L jest podcia lem cia la k(X) zawieraja̧cym k i rozważmy przekrój L ∩
k[X]. Przekrój ten jest podpierścieniem pierścienia k[X] zawieraja̧cym cia lo k.
Czternastym problemem Hilberta jest nastȩpuja̧ce pytanie.

Czy pierścień L ∩ k[X] jest skończenie generowany nad k ?

W 1956 roku Nagata ([8], [9]) wykaza l (konstruuja̧c odpowiedni przyk lad), że
odpowiedź na to pytanie może być negatywna. Liczba zmiennych w przyk ladzie
Nagaty jest równa n = 2r2, gdzie r > 4. Najmniejsza̧ taka̧ liczba̧ jest n = 32.

Za lóżmy teraz, że d jest derywacja̧ pierścienia k[X], tzn., d : k[X] → k[X]
jest k-liniowym odwzorowaniem takim, że d(ab) = ad(b) + bd(a), dla wszystkich
a, b ∈ k[X]. Niech k[X]d oznacza pierścień sta lych tej derywacji, tzn.:

k[X]d = {a ∈ k[X]; d(a) = 0}.

 Latwo sprawdzić, że k[X]d = L ∩ k[X], gdzie L jest cia lem u lamków pierścienia
k[X]d. Wystȩpuja̧ce tu cia lo L jest oczywíscie podcia lem cia la k(X) i zawiera k.
Mamy zatem szczególny przypadek czternastego problemu Hilberta:
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Czy pierścień k[X]d jest skończenie generowany nad k ?

Jeśli charakterystyka cia la k jest dodatnia, to wiadomo, że odpowiedź na to
pytanie jest pozytywna ([13]). Dalej zak ladać bȩdziemy, że k jest cia lem charak-
terystyki zero.

W 1988 roku udowodniono (w [13]), że rozważany pierścień k[X]d jest skończenie
generowany nad k w przypadku, gdy n 6 3. Nastȩpnie Derksen [1] wykaza l, że
pierścień, wystȩpuja̧cy we wspomnianym wyżej przyk ladzie Nagaty, jest postaci
k[X]d. Wynika sta̧d, że (dla n > 32) istnieje derywacja pierścienia k[X], której
pierścień sta lych nie jest skończenie generowany.

W 1990 roku P. Roberts [14] poda l, dla n = 7, nowy kontrprzyk lad do czter-
nastego problemu Hilberta. Roberts udowodni l, że pierścień sta lych derywacji δ
(pierścienia wielomianów k[x, y, z, s, t, u, v]) określonej wzorem

δ = x3 ∂
∂s + y3 ∂

∂t + z3 ∂
∂u + x2y2z2 ∂

∂v ,

nie jest skończenie generowany nad k. Dowodowi tego faktu poświȩcona jest praca
[12]. Inne dowody znajdziemy w [2], [6], [4] (patrz również [5], [7]). Derywacja δ
jest lokalnie nilpotentna (tzn., że dla każdego f ∈ k[X] istnieje liczba naturalna n
taka, że δn(f) = 0).

Z przedstawionych faktów  latwo wynika, że dla każdego n > 7, istnieje derywa-
cja pierścienia k[X], której pierścień sta lych nie jest skończenie generowany nad k.
Wspomnielísmy o skończonej generowalności dla n 6 3. Pozosta ly zatem przypadki
n = 4, n = 5 oraz n = 6.

Ostatnio zaatakowano przypadek n = 6. W 1998 roku Gene Freudenburg
udowodni l:

Twierdzenie 1.1 ([4]). Pierścień sta lych derywacji ∆, pierścienia wielomianów
k[x, y, s, t, u, v], określonej wzorem

∆ = x3 ∂
∂s + y3s ∂

∂t + y3t ∂
∂u + x2y2 ∂

∂v ,

nie jest skończenie generowany nad k.

Celem tego artyku lu jest przedstawienie dowodu powyższego twierdzenia. Po-
dany tutaj dowód zosta l opracowany na podstawie pracy Freudenburga [4].

2 Derywacja ∆ i jej pierścień sta lych

Niech B = k[x, y, s, t, u, v] bȩdzie pierścieniem wielomianów nad cia lem k (cha-
rakterystyki zero) sześciu zmiennych x, y, s, t, u, v. Niech ∆ : B → B bȩdzie
derywacja̧ zdefiniowana̧ w Twierdzeniu 1.1. Derywacja ta jest jednoznacznie wyz-
naczona przez równości

D(x) = 0, D(y) = 0,

D(s) = x3, D(t) = y3s, D(u) = y3t, D(v) = x2y2.
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Bez trudu stwierdzamy, że derywacja ∆ jest lokalnie nilpotentna.

Stosować bȩdziemy nastȩpuja̧ce oznaczenia:

A = B∆ = pierścień sta lych derywacji ∆,

I = idea l w B generowany przez zmienne x i y,

O = k[s, t, u, v], pierścień wielomianów (zachodzi równość B = O[x, y]),

Ω = x3O ⊕ y3O ⊕ x2y2O, modu l wolny nad O o bazie {x3, y3, x2y2},

Modu l Ω jest podmodu lem O-modu lu B. Jest oczywiste, że ∆(O) ⊆ Ω.

Stwierdzenie 2.1 ([4]). A ⊆ k ⊕ I.

Przed dowodem tego stwierdzenia udowodnimy kilka lematów.

Lemat 2.2. ∆(I) ∩ Ω = {0}.

Dowód. Oznaczmy przez M idea l w k[x, y] generowany przez x i y. Niech
g ∈ I. Wtedy g =

∑
miσi, gdzie mi ∈ M , σi ∈ O. Sta̧d mamy:

∆(g) =
∑

mi∆(σi) ∈
∑

mi

(
x3O ⊕ y3O ⊕ x2y2O

)
⊆

∑
i+j>4 x

iyjO.

Zatem ∆(g) ∈ Ω ⇐⇒ Ω(g) = 0, a wiȩc ∆(I) ∩ Ω = {0}. �

Lemat 2.3. k[s, 2su− t2] ∩ k[t, u] = k.

Dowód. Oznaczmy: w = 2su− t2. Elementy s i w sa̧ algebraicznie niezależne
nad k. Mamy zatem dwa pierścienie wielomianów k[s, w] i k[t, u], beda̧ce pod-
pierścieniami pierścienia k[s, t, u].

Niech f ∈ k[s, w] ∩ k[t, u]. Wtedy

Fp(s)wp + · · · + F1(s)w + F0(s) = f = Hq(u)tq + · · · + H1(u)t + H0(u),

gdzie Fp(s), . . . , F0(s) ∈ k[s], Hq(u) + . . . , H0(u) ∈ k[u]. Wstawiaja̧c u = 0, t = 0
otrzymujemy w = 0 i sta̧d F0(s) = H0(0) ∈ k, czyli

Fp(s)wp + · · · + F1(s)w = Hq(u)tq + · · · + H1(u)t + C(u)u,

gdzie C(u)u = H0(u) − H0(0). Wstawiaja̧c teraz s = 0 i t = 0 stwierdzamy, że
C(u)u = 0. Mamy zatem(

Fp(s)wp−1 + · · · + F1(s)
)
w =

(
Hq(u)tq−1 + · · · + H1(u)

)
t.

Ponieważ zmienne w i t sa̧ wzglȩdnie pierwsze, wiȩc H1(u) = . . . = Hq(u) = 0 oraz
F1(s) = . . . = Fp(s) = 0 i sta̧d f = F0(s) = H0(0) ∈ k. �

Lemat 2.4. Niech d bȩdzie derywacja̧ pierścienia wielomianów k[s, t, u] taka̧, że
d(s) = 0, d(t) = s i d(u) = t. Wtedy k[s, t, u]d = k[s, 2su− t2].
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Dowód. Jest to dobrze znany fakt. Patrz na przyk lad [11] strona 71. �

Lemat 2.5. A ∩ O = k.

Dowód. Niech h ∈ A ∩ O. Wtedy

0 = ∆(h) = x3 ∂h
∂s + y3s∂h

∂t + y3t∂h∂u + x2y2 ∂h
∂v

= ∂h
∂sx

3 +
(
s∂h
∂t + t∂h∂u

)
y3 + ∂h

∂vx
2y2.

Ponieważ h ∈ O wiȩc ostatnia suma należy do Ω. Zatem s∂h
∂t + t∂h∂u = 0, ∂h

∂s =

0, ∂h
∂v = 0. Sta̧d, na mocy lematu 2.4, h należy do przekroju k[s, 2su− t2]∩ k[t, u],

który (patrz lemat 2.3) pokrywa siȩ z cia lem k. Zatem h ∈ k. �

Dowód Stwierdzenia 2.1. Niech f bȩdzie wielomianem należa̧cym do A.
Wielomian ten możemy przedstawić w postaci f = g − h, gdzie g ∈ I oraz h ∈ O.
Wtedy 0 = ∆(f) = ∆(g) − ∆(h) i mamy:

∆(h) = ∆(g) ∈ ∆(I) ∩ Ω = {0}

(patrz Lemat 2.2). Zatem h ∈ A, a wiȩc h ∈ A∩O = k (Lemat 2.5) i sta̧d f ∈ I⊕k.
�

Zanotujmy teraz nastȩpne stwierdzenie.

Stwierdzenie 2.6 ([4]). Dla każdej liczby naturalnej m > 1 istnieja̧ wielomiany
β0, β1, . . ., β3m−1 należa̧ce do I2 ∩ k[x, y, s, t, u] takie, że wielomian

xv3m + β3m−1v
3m−1 + · · · + β1v

1 + β0

należy do pierścienia A.

Dowodem tego stwierdzenia zajmiemy siȩ później. Teraz, przy pomocy powyż-
szych faktów, udowodnimy g lówny wynik.

Dowód Twierdzenia 1.1. Przypuśćmy, że pierścień A jest skończenie genero-
wany nad k. Istnieja̧ wtedy wielomiany f1, . . . , fn ∈ A takie, że A = k[f1, . . . , fn].
Możemy za lożyć, na mocy Stwierdzenia 2.1, że wielomiany te należa̧ do idea lu I.
Rozważmy pierścień B modulo I2. Jest jasne, że

B mod I2 = 1 · O ⊕ x · O ⊕ y · O.

W szczególności, dla każdego i ∈ {1, . . . , n}, istnieja̧ elementy ai, bi ∈ O takie, że

fi ≡ xai + ybi (mod I2).

Oznaczmy przez r najwiȩksza̧ z liczb deg a1, . . . ,deg an.
Niech teraz h bȩdzie dowolnym wielomianem należa̧cym do A. Wówczas h =

P (f1, . . . , fn), gdzie P = P (x1, . . . , xn) jest wielomianem n zmiennych nad cia lem
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k. Za lóżmy, że czȩść liniowa wielomianu P jest równa L = c0 + c1x1 + · · · + cnxn,
gdzie c0, c1, . . . , cn ∈ k. Mamy wtedy:

h = P (f1, . . . , fn)

≡ P (xa1 + yb1, . . . , xan + ybn)

≡ L(xa1 + yb1, . . . , xan + ybn)

≡ c0 + x(c1a1 + · · · + cnan) + y(c1b1 + · · · + cnbn) (mod I2).

Zauważmy, że stopień wielomianu c1a1+· · ·+cnan nie przewyższa liczby r. Oznacza
to, że każdy wielomian należa̧cy do A, rozpatrywany modulo I2, ma przy zmien-
nej x wspó lczynnik (należa̧cy do O) stopnia 6 r. Zwróćmy uwagȩ, że omawiany
wspó lczynnik jest jednoznacznie wyznaczony.

Spójrzmy teraz na Stwierdzenie 2.6. Ze stwierdzenia tego wynika, że dla każdego
m > 1, istnieje hm ∈ A takie, że

hm ≡ xv3m (mod I2)

(bowiem wielomiany β0, . . . , β3m−1, wystȩpuja̧ce w tym stwierdzeniu, należa̧ do
I2). Zatem dla każdej liczby naturalnej m zachodzi nierówność 3m = deg v3m 6 r.
Otrzymana sprzeczność kończy dowód Twierdzenia 1.1. �

Musimy jeszcze udowodnić Stwierdzenie 2.6. Poświȩcamy temu nastȩpne roz-
dzia ly.

3 Derywacja D

Niech R = k[a, b, s, t, u] bȩdzie pierścieniem wielomianów nad k, piȩciu zmien-
nych a, b, s, t, u. Oznaczmy przez D lokalnie nilpotentna̧ derywacjȩ pierścienia R
określona̧ wzorem:

D = a ∂
∂s + bs ∂

∂t + bt ∂
∂u .

Jeżeli n jest liczba̧ naturalna̧, to przez tn oznaczać bȩdziemy wielomian z k[a, b]
zdefiniowany nastȩpuja̧co:

tn =


ab, gdy n ≡ 0 (mod 3),

a, gdy n ≡ 1 (mod 3),

b, gdy n ≡ 2 (mod 3).

Przy powyższych oznaczeniach można udowodnić:

Twierdzenie 3.1 ([4]). Istnieje cia̧g (wn), wielomianów należa̧cych do R takich,
że

(1) w0 = 1, w1 = s, w2 = t,

(2) D(wn) = tnwn−1 dla wszystkich n ∈ N oraz

(3) wn ∈ aR + bR dla n > 3.
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Dowodem tego twierdzenia zajmiemy siȩ później. Najpierw pokażemy jak, ko-
rzystaja̧c z tego twierdzenia, można udowodnić Stwierdzenie 2.6.

Zanotujmy natychmiastowy

Wniosek 3.2. Jeśli (wn) jest cia̧giem takim jak w Twierdzeniu 3.1, to

D3i(w3m) = (ab)2iw3(m−i),

dla wszystkich m > 1, 0 6 i 6 m. �

4 Elementy sta le derywacji lokalnie nilpotentnej

Za lóżmy chwilowo, że d jest niezerowa̧ lokalnie nilpotentna̧ derywacja̧ pewnej
dziedziny B zawieraja̧cej cia lo k. Za lóżmy ponadto, że b ∈ B jest takim elementem,
że d(b) = 1. Dobrze wiadomo (patrz na przyk lad [11] 63), że wtedy każdy element
postaci ∑∞

p=0
1
p! (−b)pdp(r),

(gdzie r ∈ B) należy do Bd, pierścienia sta lych derywacji d.
Derywacja d może jednak nie posiadać żadnego elementu b takiego, że d(b) = 1.

Za lożylísmy, że d ̸= 0. Istnieje zatem zawsze element c ∈ B taki, że d(c) ̸= 0
i d2(c) = 0. Dla takiego elementu c oznaczmy przez S podzbiór multyplikaty-
wny w B skladaja̧cy siȩ ze wszystkich potȩg d(c)n, n > 0. Niech BS bȩdzie
pierścieniem u lamków dziedziny B wzglȩdem systemu S i niech dS bȩdzie natu-
ralnym rozszerzeniem derywacji d do pierścienia BS . Wówczas dS jest derywacja̧
lokalnie nilpotentna̧ spe lniaja̧ca̧ warunek dS(b) = 1 dla b = c/d(c) ∈ BS . Stosuja̧c
zatem powyższe fakty dla derywacji dS i elementu b = c/d(c) stwierdzamy, że każdy
element postaci

π(r) =
∑∞

p=0
1
p!

(
−c
d(c)

)p

dp(r),

(gdzie r ∈ B) należy do BdS

S , pierścienia sta lych derywacji dS . Zanotujmy również

oczywista̧ równość: BdS

S ∩B = Bd.

Dowód Stwierdzenia 2.6. Wróćmy teraz do poprzednich oznaczeń. Niech
R = k[a, b, s, t, u], B = k[x, y, s, t, u, v] i niech D oraz ∆ bȩda̧ lokalnie nilpotentnymi
derywacjami wprowadzonymi w poprzednich rozdzia lach. Za lóżmy, że

a = x3, b = y3.

Wówczas R jest podpierścieniem pierścienia B i ograniczenie derywacji ∆ do pier-
ścienia R pokrywa siȩ z derywacja̧ D. Ponieważ ∆(v) = x2y2 ̸= 0 i ∆2(v) = 0,
wiȩc zmienna v spe lnia te same warunki co rozpatrywany powyżej element c. Zatem
każdy element postaci

π(r) =
∑∞

p=0(−1)p 1
p!x

−2py−2p∆p(r)vp,

(gdzie r ∈ B) należy do pierścienia u lamków pierścienia A = B∆ wzglȩdem systemu
multyplikatywnego {∆(v)n;n > 0}.
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Niech teraz m ∈ N i niech r = xw3m, gdzie w3m jest wielomianem takim, jak
w Twierdzeniu 3.1. Stwierdzamy wówczas bez trudu (na mocy Twierdzenia 3.1 i
Wniosku 3.2), że element

(−1)3m(3m)!π(xw3m)

jest wielomianem należa̧cym do pierścienia A oraz, że wielomian ten jest postaci

xv3m + β3m−1v
3m−1 + · · · + β1v

1 + β0,

gdzie β0, . . . , β3m−1 ∈ k[x, y, s, t, u].
Wiemy ponadto (patrz Twierdzenie 3.1), że jeśli n > 3, to wn ∈ aR + bR =

x3R+y3R. Z tego wynika, że wszystkie wielomiany postaci βn należa̧ do idea lu I2.
W ten sposób udowodnilísmy Stwierdzenie 2.6. �

W powyższym dowodzie wykorzystalísmy Twierdzenie 3.1, którego jeszcze nie
udowodnilísmy. Zajmiemy siȩ tym w nastȩpnym rozdziale.

5 W lasności derywacji D

Powracamy do derywacji D pierścienia R = k[a, b, s, t, u]. Przypomnijmy, że D
jest lokalnie nilpotentna̧ derywacja̧ taka̧, że

D(a) = 0, D(b) = 0, D(s) = a, D(t) = bs, D(u) = bt.

Wprowadzamy Z3-gradacjȩ w pierścieniu R przyjmuja̧c:

deg a = (1, 0, 0), deg b = (0, 1, 0),

deg s = (1, 0, 1), deg t = (1, 1, 2), deg u = (1, 2, 3).

W szczególności deg t3m = (1, 1, 0), deg t3m+1 = (1, 0, 0), deg t3m+2 = (0, 1, 0), dla
wszystkich m > 0. Wzglȩdem takiej gradacji derywacja D jest jednorodna stopnia
(0, 0,−1).

Zak ladamy, że czytelnik zna podstawowe pojȩcia i fakty dotycza̧ce pierścieni z
gradacja̧ oraz derywacji jednorodnych.

Jeżeli n > 1, to przez δn oznaczać bȩdziemy element z Zn zdefiniowany wzorem

δn = (0, 0, n) +
∑n

j=1 deg tj .

Przyjmujemy dodatkowo, że δ0 = (0, 0, 0). Zauważmy, że dla wszystkich m > 0
zachodza̧ równości:

δ3m = (2m, 2m, 3m),

δ3m+1 = (2m + 1, 2m, 3m + 1),

δ3m+2 = (2m + 1, 2m + 1, 3m + 2).

Pamiȩtamy, że musimy udowodnić jeszcze Twierdzenie 3.1. Udowodnimy wiȩ-
cej. Pokażemy, że można skonstruować wielomiany postaci (wn), o których mowa
w Twierdzeniu 3.1, spe lniaja̧ce dodatkowe warunki. Udowodnimy nastȩpuja̧ce
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Twierdzenie 5.1 ([4]). Istnieje cia̧g (wn), wielomianów należa̧cych do R takich,
że

(1) w0 = 1, w1 = s, w2 = t,

(2) D(wn) = tnwn−1 dla wszystkich n ∈ N,

(3) wn ∈ aR + bR dla n > 3,

(4) wn ∈ aR, dla wszystkich n > 1 takich, że n ≡ 1 (mod 3), oraz

(5) degwn = δn dla wszystkich n ∈ N.

Przed dowodem wprowadźmy jeszcze pewne oznaczenia i udowodnimy dwa
lematy. Jeśli p, q ∈ {0, 1, 2}, to przez γ(p, q) oznaczać bȩdziemy element należa̧cy
do zbioru {1, a, b, b/a} zdefiniowany nastȩpuja̧ca̧ tabelka̧.

γ(0, 0) = 1 γ(0, 1) = b γ(0, 2) = b
γ(1, 0) = 1 γ(1, 1) = 1 γ(1, 2) = a
γ(2, 0) = 1 γ(2, 1) = b/a γ(2, 2) = 1

Rozważać bȩdziemy również funkcjȩ λ : N0 ×N0 → {1, a, b, b/a} określona̧ wzorem

λ(m,n) = γ(m mod 3,m mod 3).

dla wszystkich m,n ∈ N0 = {0, 1, 2, . . .}. Zwróćmy uwagȩ, że jeśli m ≡ 2 (mod 3)
i n ≡ 1 (mod 3), to λ(m,n) = b/a. W pozosta lych przypadkach λ(m,n) należy do
k[a, b].

Lemat 5.2. Jeśli 1 6 i 6 m, to:

tm−iλ(m, i) = tmλ(m− 1, i) oraz tiλ(m, i) = tmλ(m− 1, i− 1).

Dowód. Niech m ≡ 0 (mod 3), i ≡ 0 (mod 3). Wtedy tm−iλ(m, i) = abγ(0, 0) =
ab, tmλ(m − 1, i) = abγ(2, 0) = ab, wiȩc tm−iλ(m, i) = tmλ(m − 1, i). Ponadto
tiλ(m, i) = abγ(0, 0) = ab, tmλ(m − 1, i − 1) = abγ(2, 2) = ab, czyli tiλ(m, i) =
tmλ(m− 1, i− 1). W podobny sposób sprawdzamy wszystkie pozosta le przypadki.
�

Lemat 5.3. Niech n > 3. Za lóżmy, że w0 = 1, w1, . . . , wn jest cia̧giem jednorod-
nych wielomianów z pierścienia R spe lniaja̧cym nastȩpuja̧ce w lasności.

(a) degwm = δm dla m = 1, . . . , n,

(b) D(wm) = tmwm−1 dla m = 1, . . . ,m, oraz

(c) wm ∈ aR, dla wszystkich 1 < m 6 n takich, że m ≡ 1 (mod 3).

Oznaczmy: ξ(m,i) = ξ(m,m−i) = λ(m, i)wiwm−i ,

dla wszystkich m, i takich, że 3 6 m 6 n, 0 6 i 6 m/2. Zachodza̧ wówczas
nastȩpuja̧ce w lasności.

(A1) ξ(m, i) jest zawsze wielomianem należa̧cym do aR + bR.

(A2) Jeśli i > 1, m ≡ 1 (mod 3), to ξ(m,i) ∈ aR.

(A3) ξ(m,i) jest wielomianem jednorodnym stopnia δm.

(A4) D
(
ξ(m,i)

)
= tm

(
ξ(m−1,i) + ξ(m−1,i−1)

)
, dla wszystkich m > 4, 1 6 i 6 m.
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Dowód. Sprawdzamy to bez trudu rozpatruja̧c wszystkie przypadki w za-
leżności od reszt z dzielenia przez 3 liczb m oraz i. W dowodzie w lasności (A4)
wykorzystujemy Lemat 5.2. �

Dowód Twierdzenia 5.1. Wielomiany wn skonstruujemy indukcyjnie w
sześcioelementowych blokach. Najpierw określamy wielomiany w1, w2, . . . , w7.

w1 = s,

w2 = t,

w3 = au,

w4 = aus− (1/2)at2,

w5 = (3/5)bus2 − (3/10)sbt2 − (1/5)atu,

w6 = (1/7)(2bw1w5 + bw2w4 − w2
3),

w7 = (1/7)(2aw2w5 − w3w4).

Wielomiany te spe lniaja̧ ża̧dane warunki.
Za lóżmy teraz, że wielomiany w1, w2, . . . , w6m−5, gdzie m > 2, zosta ly już skon-

struowane. Skonstruujemy wielomiany

w6m−4, w6m−2, w6m−3, w6m−1, w6m+1, w6m,

w takiej kolejności, jak je teraz wypisalísmy.

w6m−4 Wielomian ten definiujemy wzorem:

(A5) wn = ξ(n,1) − ξ(n,2) + ξ(n,3) − · · · + (−1)sξ(n,s−1) + 1
2 (−1)s+1ξ(n,s),

gdzie n = 6m− 4, s = n
2 = 3m− 2.  Latwo sprawdza siȩ, że spe lnione sa̧ wszystkie

warunki od (1) do (5). Wykorzystujemy w tym celu Lemat 5.3. W dowodzie
warunku (2) korzystamy z w lasności (A4) oraz z oczywistej równości: ξ(n−1,s) =
ξ(n−1,s−1).

w6m−2 Niech n = 6m − 2, s = n
2 = 3m − 1. W tym przypadku mamy

zdefiniowane już wielomiany ξ(n,i) dla i = 2, 3, . . . , s i z  latwościa̧ sprawdzamy,
że wszystkie te wielomiany należa̧ do aR. Wielomian wn, którego teraz chcemy
skonstruować, bȩdzie mia l postać

(A6) wn = c1ξ(n,2) + c2ξ(n,3) + · · · + cs−2ξ(n,s−1) + cs−1ξ(n,s),

gdzie c1, . . . , cs−1 sa̧ pewnymi liczbami wymiernymi. Dzia laja̧c na równość (A6)
derywacja̧ D otrzymujemy (dziȩki w lasności (A4)):

(A7)

t−1
n D(wn) = c1ξ(n−1,1) + (c1 + c2)ξ(n−1,2) + (c2 + c3)ξ(n−1,3)

+ · · ·+
(cs−2 + cs−1)ξ(n−1,s−1) + cs−1ξ(n−1,s).
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Dzia laja̧c na tȩ równość jeszcze raz derywacja̧ D i korzystaja̧c z równości ξ(n−2,s) =
ξ(n−2,s−1), otrzymujemy:

(tntn−1)−1D(wn) = c1wn−2 + (2c1 + c2)ξ(n−2,1)

+(c1 + 2c2 + c3)ξ(n−2,2) + (c2 + 2c3 + c4)ξ(n−2,3)

+ · · ·
+(cs−4 + 2cs−3 + cs−2)ξ(n−2,s−3)

+(cs−3 + 2cs−2 + 2cs−1)ξ(n−2,s−2)

+(cs−2 + 2cs−1)ξ(n−2,s−1).

Pojawi l siȩ wielomian wn−2, który jest już nam znany. Zamieniaja̧c wn−2 suma̧
(naprzemienna̧) podana̧ w (A5) dochodzimy do uk ladu równań liniowych postaci
Ac = y, gdzie

c = (c1, . . . , cs−1)
T
, y =

(
1,−1, 1, . . . , (−1)s−1,

1

2
(−1)s

)T

oraz A jest (s−1)×(s−1) macierza̧ o wymiernych wspó lczynnikach. Obliczamy bez
trudu, że wyznacznik tej macierzy jest niezerowy. Wyznacznik ten jest równy (n−
1). Ac = y jest zatem uk ladem Cramera. Mamy wiȩc wymierne liczby c1, . . . , cs−1,
które (przy pomocy (A6)) wyznaczaja̧ wielomian wn. Zanotujmy, że c1 = (n −
3)(n− 1)−1, c2 = 1 − 3c1, c3 = −1 − 2c2, itd.  Latwo pokazać, że

(A8) c1 > 0, c2 < 0, c3 > 0, . . . .

Jest jasne, że wielomian ten spe lnia wszystkie warunki od (1) do (5), ale bez
warunku (2). Warunku (2) nie możemy sprawdzić, gdyż nie mamy jeszcze wielo-
mianu wn−1.

w6m−3 Niech n bȩdzie takie, jak poprzednio, tzn. n = 6m − 2. Wtedy

6m − 3 = n − 1. Z poprzedniej konstrukcji wielomianu wn wiemy, że a | wn.
Ponieważ D(a) = 0, wiȩc sta̧d wynika, że wielomian a dzieli wielomian D(wn).
Definiujemy wn−1 przyjmuja̧c

wn−1 = a−1D(wn).

Mamy wówczas równość (2) dla wielomianu wn, tzn. D(wn) = tnwn−1. Ponieważ
D2(wn) = a2bwn−2, wiȩc D(wn−1) = abwn−2 = tn−1wn−2. Zauważmy ponadto
(patrz (A7)), że wielomian wn−1 jest kombinacja̧ liniowa̧ nad Q pewnych wielo-
mianów postaci ξ(m,i). Wnioskujemy sta̧d (na mocy (A1)), że wn−1 ∈ aR + bR.

w6m−1 Teraz przyjmujemy: n = 6m− 1, s = n−1
2 = 3m − 1. Wielomian wn,

którego chcemy skonstruować, bȩdzie mia l postać:

(A9) wn = d1ξ(n,1) + d2ξ(n,2) + · · · + dsξ(n,s)
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gdzie d1, . . . , ds sa̧ pewnymi liczbami wymiernymi. Dzia laja̧c na powyższa̧ równość
derywacja̧ D i zamieniaja̧c wielomian wn−1 równościa̧ (A6) dochodzimy do uk ladu
równań liniowych Bd = c′, gdzie

c′ = (0, c1, . . . , cs−1)
T
, y = (d1, d2, . . . , ds)

T

oraz B jest s× s macierza̧ postaci

B =



1 1 0 0 . . . 0 0
c1 1 1 0 . . . 0 0
c2 0 1 1 . . . 0 0
...

...
cs−2 0 0 0 . . . 1 1
cs−1 0 0 0 . . . 0 1


.

Wyznacznik tej macierzy jest równy 1−
∑s−1

i=1 (−1)i+1ci, a wiȩc na mocy (A8) jest
różny od zera. Mamy zatem wielomian wn, określony równościa̧ (A9). Wielomian
ten spe lnia oczywíscie wszystkie warunki od (1) do (5). Ponadto,  latwo wykazać,
że

(A10) d1 > 0, d2 < 0, d3 > 0, . . . .

w6m+1 Teraz zak ladamy, że n = 6m+ 1 oraz s = n−1
2 = 3m. Mamy już zdefi-

niowane wielomiany ξ(n,2), ξ(n,3), . . ., ξ(n,s) i bez trudu sprawdzamy, że wszystkie
te wielomiany należa̧ do aR. Szukamy wielomianu wn w postaci

(A11) wn = e1ξ(n,2) + e2ξ(n,3) + · · · + es−1ξ(n,s),

gdzie e1, . . . , es−1 sa̧ liczbami wymiernymi. Dzia laja̧c na powyższa̧ równość dwu-
krotnie derywacja̧ D i stosuja̧c równość (A9) dochodzimy (dziȩki (A4)) do uk ladu
równań liniowych postaci Ee = d, w którym

e = (e1, . . . , es−1)
T
, y = (d1, d2, . . . , ds−1)

T

oraz E jest (s− 1) × (s− 1) macierza̧ postaci

E =



d1 + 2 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0
d2 + 1 2 1 0 0 . . . 0 0 0 0
d3 1 2 1 0 . . . 0 0 0 0
d4 0 1 2 1 . . . 0 0 0 0
...

...
ds−3 0 0 0 0 . . . 1 2 1 0
ds−2 0 0 0 0 . . . 0 1 2 1
ds−1 0 0 0 0 . . . 0 0 1 3


.

Wykorzystalísmy oczywista̧ równość ξ(n−2,s) = ξ(n−2,s−1). Wyznacznik macierzy
E jest równy

(n− 2) +
∑s−1

i=1 (n− 2i− 2)di.
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Dziȩki (A10) stwierdzamy szybko, że wyznacznik ten jest różny od zera. Mamy
zatem wielomian wn. Jest jasne, że wielomian ten spe lnia wszystkie warunki od
(1) do (5), ale bez warunku (2). Warunku (2) nie możemy sprawdzić, gdyż nie
mamy jeszcze wielomianu wn−1.

w6m Niech n bȩdzie takie, jak poprzednio, tzn. n = 6m + 1. Wtedy 6m =

n − 1. Z poprzedniej konstrukcji wielomianu wn wiemy, że a | wn. Ponieważ
D(a) = 0, wiȩc sta̧d wynika, że wielomian a dzieli wielomian D(wn). Definiujemy
wn−1 przyjmuja̧c

wn−1 = a−1D(wn).

Mamy wówczas równość (2) dla wielomianu wn, tzn. D(wn) = tnwn−1. Bez
trudu sprawdzamy (podobnie jak to by lo z wielomianem w6m−3), że spe lnione sa̧
wszystkie warunki od (1) do (5). To kończy dowód Twierdzenia 5.1. �

W ten sposób udowodnilísmy wszystkie fakty, z których korzystalísmy w dowo-
dzie Twierdzenia 1.1.

Uwaga 5.4 ([4]). Pierścień sta lych powyższej derywacji D jest skończenie ge-
nerowany nad k. Można udowodnić, korzystaja̧c ze znanego algorytmu van den
Essena [3] (patrz [11]), że pieścień RD jest generowany przez 5 nastȩpuja̧cych wielo-
mianów:

a, b, 2aw2 − bw2
1, 3aw3 − 3abw1w2 + b2w3

1, 10bw1w5 − 16bw2w4 + 9w2
3.

6 Przyk lad Robertsa

Niech B7 = k[x, y, z, s, t, u, v] bȩdzie pierścieniem wielomianów nad k siedmiu
zmiennych. Ustalamy gradacjȩ na B7 taka̧, że zmienne x, y, z maja̧ stopień 0, a
pozosta le zmienne, s, t, u i v, maja̧ stopień 1. Rozważmy derywacjȩ δ : B7 → B7

określona̧ równościami:

δ(x) = 0, δ(y) = 0, δ(z) = 0,

δ(s) = x3, δ(t) = y3, δ(u) = z3, δ(v) = x2y2z2.

Derywacja ta jest lokalnie nilpotentna̧ derywacja̧ jednorodna̧ stopnia −1.

W 1990 roku P. Roberts [14] udowodni l:

Twierdzenie 6.1. Pierścień sta lych derywacji δ nie jest skończenie generowany
nad k.

Dowód tego twierdzenia jest d lugi. W opracowaniu [12] zajmuje przesz lo 20 stron,
z których wiȩkszość (wszystkie strony oprócz dwóch) przeznaczono na dowód na-
stȩpuja̧cego stwierdzenia.

Stwierdzenie 6.2 ([14] Lemma 3). Dla każdego n > 0 istnieje jednorodny wie-
lomian, należa̧cy do pierścienia sta lych Bδ

7, w którym wystȩpuje jednomian xvn ze
wspó lczynnikiem równym 1.
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Gene Freudenburg w omawianej pracy [4] podaje krótki dowód Stwierdzenia
6.2, oparty na Stwierdzeniu 2.6. Przedstawiamy teraz ten dowód.

Dowód Freudenburga. Niech h1, h2 i h3 bȩda̧ wielomianami z k[x, y, z, s, t, u]
zdefiniowanymi nastȩpuja̧co:

h1 = s,

h2 = 1
2 (z3st + y3su− x3tu),

h3 = 1
6 (y6su2 + z6st2 + y3z3stu− x3y3tu2 − x3z3ut2).

Sprawdzamy bez trudu, że wielomiany te spe lniaja̧ równości:

δ(h3) = y3z3h2, δ(h2) = y3z3h1, δ(h1) = x3.

Definiujemy teraz homomorfizm φ : B = k[x, y, s, t, u, v] → B7 przyjmuja̧c:

φ(x) = x, φ(y) = yz, φ(s) = h1, φ(t) = h2, φ(u) = h3, φ(v) = v.

Homomorfizm ten, jak  latwo sprawdzić, spe lnia równość δφ = φ∆. Zatem φ(A) ⊆
Bδ

7 , gdzie A = B∆.
Wykazalísmy (patrz Stwierdzenie 2.6), że dla każdego m > 1 istnieja̧ wielomiany

β3m−1, . . . , β0 należa̧ce do k[x, y, s, t, u] takie, że wielomian xv3m + β3m−1v
3m−1 +

· · · + β0 należy do pierścienia A. W dowodzie wykorzystalísmy postać wielomi-
anu π(xw3m). Powtarzaja̧c to samo dla wielomianów π(xw3m+1) i π(xw3m+2)
stwierdzamy, że dla każdej liczby n > 1 istnieja̧ wielomiany β0, . . . ,
βn−1 ∈ k[x, y, s, t, u] takie, że wielomian

xvn + βn−1v
n−1 + · · · + β1v

1 + β0

należy do A. Dzia laja̧c teraz na powyższy wielomian homomorfizmem φ otrzymu-
jemy wielomian z B7, należa̧cy do pierścienia sta lych derywacji δ, który posiada jed-
nomian xvn ze wspó lczynnikiem równym jeden. Rozważmy sk ladowa̧ jednorodna̧
stopnia n tego wielomianu. Ponieważ derywacja δ jest jednorodna, sk ladowa ta
należy do pierścienia sta lych i oczywíscie zawiera xvn. �
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Freudenburg’s counterexample to the fourteenth problem
of Hilbert

Summary. Let B = k[x, y, s, t, u, v] be the polynomial ring in six variables over a
field k of characteristic zero and let ∆ : B → B be the derivation of B defined by
the equalities:

D(x) = D(y) = 0, D(s) = x3, D(t) = y3s, D(u) = y3t, D(v) = x2y2.

It is known (Gene Freudenburg 1998) that the ring of constants with respect to ∆
is not finitely genereted over k. In the paper a proof of this fact is given.
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