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0. Wst ιep

Niniejszy artyku l jest kontynuacj ιa pracy [6], w której przedstawi lem pod-
stawowe poj ιecia i twierdzenia teorii Abhyankara i Moha oraz ich zastosowa-
nia do automorfizmów wielomianowych. Jednocześnie T. Krasiński w arty-
kule [4] poda l inne zastosowanie pierwiastków aproksymatywnych. Celem
tego opracowania s ιa dowody podstawowych twierdzeń teorii uzyskane ostat-
nio przez J. Gwoździewicza i autora w pracy [3]. Stara lem si ιe uczynić tekst
niezależnym, jednak aby mieć motywacj ιe do studiowania przedstawionych
dowodów, Czytelnik powinien przejrzeć prace [6] i [4] z poprzedniej konfe-
rencji. Szczegó lowe uwagi bibliograficzne znajduj ιa si ιe na końcu artyku lu.
W uzupe lnieniu do literatury cytowanej w [6] zwrócimy jeszcze uwag ιe na
prac ιe Ming – Chang Kanga [5], który dowiód l nierówności Abhyankara –
Moha ([6], lemat 3.1) nie odwo luj ιac si ιe do rozwini ιeć Puiseux.

Mi lo jest mi skorzystać z okazji aby podzi ιekować Profesorowi Jackowi
Ch ιadzyńskiemu, który zach ιeci l mnie po paroletniej przerwie spowodowanej
różnymi wypadkami życiowymi do ponownego podj ιecia studiów nad teori ιa
pierwiastków aproksymatywnych.

1. Rozwini ιecia g–adyczne, operator Tschirnhausena,
pierwiastki aproksymatywne wielomianów.

Niech A b ιedzie pierścieniem przemiennym z jedynk ιa, bez dzielników zera.
Stopień degY f wielomianu f ∈ A[Y ] jednej zmiennej Y oznaczamy krótko
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deg f . Przyjmujemy deg 0 = −∞ ze zwyk lymi konwencjami odnośnie symbolu
−∞. Do wielomianów z A[Y ] stosuje si ιe dzielenie z reszt ιa: jeżeli f, g ∈ A[Y ]
i g jest unitarny, to istnieje jedyna para q, r ∈ A[Y ] taka, że f = qg + r i
deg r < deg g.

Lemat 1.1. Niech g ∈ A[Y ] b ιedzie wielomianem unitarnym dodatniego stop-
nia. Wtedy dla każdego f ∈ A[Y ] istnieje jedyny ci ιag c0, c1, . . . , cl ∈ A[Y ]
(l ≥ 0) taki, że

f = c0g
l + c1g

l−1 + · · · + cl(i)

c0 ̸= 0, deg ci < deg g dla i = 0, 1, . . . , l(ii)

Gdy stopień g dzieli stopień f i f jest unitarny, to l = deg f/degg oraz c0 = 1.

Dowód lematu 1.1 oparty na dzieleniu z reszt ιa pozostawiamy Czytel-
nikowi. Relacj ιe (i) nazywamy rozwini ιeciem g–adycznym wielomianu f .

Uwaga 1.2. W oznaczeniach lematu 1.1: jeżeli ci, cj ̸= 0 dla i, j takich, że
1 ≤ i < j ≤ l to deg cig

l−i > deg cjg
l−j. W szczególności, jeśli c1 ̸= 0 to

deg c1g
l−1 = deg(f − c0g

l).
Ustalmy wielomian unitarny f ∈ A[Y ] stopnia n > 0 i niech d b ιedzie dziel-

nikiem liczby n. Zak ladamy, że d jest elementem odwracalnym pierścienia
A. B ιedziemy rozważać rozwini ιecia g–adyczne f wzgl ιedem wielomianów uni-
tarnych g stopnia n/d. Takie rozwini ιecie ma postać

(*) f = gd + c1g
d−1 + · · · + cd, deg ci < deg g

Dla danego rozwini ιecia (*) wielomian ḡ = g + 1
dc1 jest unitarny stopnia

n/d a wi ιec rozwini ιecie ḡ–adyczne ma postać

(**) f = ḡd + c̄1ḡ
d−1 + · · · + c̄d, deg c̄i < deg ḡ = deg g

Lemat 1.3. Jeżeli c̄1 ̸= 0, to deg c̄1 < deg c1.

Dowód. Za lóżmy, że c̄1 ̸= 0. Zatem także c1 ̸= 0. Na mocy uwagi 1.2 jest
deg c̄1ḡ

d−1 = deg(f − ḡd), a wi ιec deg c̄1 = deg(f − ḡd)− deg ḡd−1 = deg(f − ḡd)−
deg gd−1 ponieważ deg ḡd−1 = (d− 1) deg ḡ = (d− 1) deg g = deg gd−1. Z drugiej
strony f − ḡd = f − (g + 1

dc1)d = (gd + c1g
d−1 + · · · + cd) − (gd + c1g

d−1 + . . . ) =

wielomian stopnia < deg c1g
d−1 a wi ιec deg c̄1 < deg c1.

Lemat 1.4. W rozwini ιeciu (*) jest c1 = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy deg(f −
gd) < deg f − deg g.

Dowód. Jeżeli c1 = 0 to f = gd + c2g
d−2 + · · · + cd a wi ιec deg(f − gd) ≤

≤ maxd
k=2(deg ckg

d−k) < deg f − deg g ponieważ dla k ≥ 2 jest deg ckg
d−k =

deg ck + (d − k) deg g < deg g + (d − k) deg g ≤ (d − 1) deg g = deg gd − deg g =
deg f − deg g.

Jeżeli c1 ̸= 0 to na mocy 1.2 mamy deg c1g
d−1 = deg(f − gd) a wi ιec deg(f −

gd) = deg c1 + deg gd−1 ≥ deg gd−1 = (d− 1) deg g = deg f − deg g.
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Definicja 1.5. Niech f ∈ A[Y ] b ιedzie unitarny stopnia n > 0 i niech d b ιedzie
dzielnikiem n odwracalnym w A. Pierwiastkiem aproksymatywnym wielo-
mianu f stopnia d nazywamy jedyny wielomian unitarny d

√
f taki, że

deg(f − ( d
√
f)d) < deg f − deg d

√
f

Z definicji wynika, że deg f = deg( d
√
f)d a wi ιec deg d

√
f = deg f/d = n/d.

Bezpośredni dowód istnienia i jednoznaczności pierwiastka aproksymatyw-
nego podalísmy w [6]. Niżej naszkicujemy inny dowód tych faktów, należ ιacy
do Abhyankara i Moha.

Definicja 1.6. Przy oznaczeniach i za lożeniach definicji 1.5 dla każdego wie-
lomianu unitarnego g stopnia n/d przyjmujemy τf (g) = g + 1

dc1 gdzie c1 jest
“wspó lczynnikiem Tschirnhausena” g–adycznego rozwini ιecia f określonego
formu l ιa (*).

Twierdzenie 1.7. Przy wprowadzonych oznaczeniach i za lożeniach istnieje
dok ladnie jeden pierwiastek aproksymatywny d

√
f . Zachodzi formu la

d
√
f = τf ◦ τf ◦ · · · ◦ τf︸ ︷︷ ︸

n/d razy

(g)

dla dowolnego wielomianu unitarnego g stopnia n/d.

Dowód.  Latwy dowód jedyności pierwiastka pozostawiamy Czytelnikowi.
Aby wykazać istnienie pierwiastka a zarazem zapowiedzian ιa formu l ιe, ustal-
my wielomian unitarny g stopnia n/d. Z lematu 1.3 bezpośrednio wynika, że
rozwini ιecie τf (g)–adyczne wielomianu f ma wspó lczynnik Tschirnhausena
niższego stopnia niż wspó lczynnik Tschirnhausena rozwini ιecia g–adycznego.

Stosuj ιac operator τf n/d razy otrzymamy rozwini ιecie τf ◦ τf ◦ · · · ◦ τf (g)–
adyczne o zerowym wspó lczynniku Tschirnhausena. St ιad, na mocy lematu
1.4 wynika istnienie pierwiastka aproksymatywnego, a na mocy jednoz-
naczności także podana wyżej formu la.

W lasność 1.8. Niech liczby ca lkowite d, e > 0 b ιed ιa dzielnikami n odwracal-
nymi w pierścieniu A. Wtedy e

√
d
√
f = ed

√
f

Dowód. Oznaczamy h = e
√

d
√
f . Zatem h jest unitarny stopnia n

de . Mamy
d
√
f = he +R gdzie degR < n

d − n
de oraz f = ( d

√
f)d +S, degS < n− n

d ≤ n− n
de .

 L ιacz ιac obie równości otrzymujemy f = (he + R)d + S = hed + T gdzie T =∑d
i=1

(
d
i

)
(he)d−iRi + S. Ponieważ deg(

(
d
i

)
(he)d−iRi) < (ed− ei) n

de + i(n
d − n

de ) =

n− i n
de ≤ n− n

de zatem deg T < n− n
de . St ιad i z równości f = hed + T wynika,

że h = ed
√
f .

2. Twierdzenia podstawowe

Oznaczenia i za lożenia opisane poniżej b ιed ιa obowi ιazywa ly w ca lym arty-
kule. B ιedziemy rozważali nierozk ladalny wielomian wyróżniony

f(x, y) = yn + a1(x)yn−1 + · · · + an(x), n ≥ 1,

którego wspó lczynniki leż ιa w pierścieniu szeregów zbieżnych C{x} jednej
zmiennej x.

Takie wielomiany maj ιa dość szczególn ιa struktur ιe rozwi ιazań opisan ιa przez
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Twierdzenie 2.1 (Newtona–Puiseux). Istnieje szereg y(t) ∈ C{t} (t jedna
zmienna) taki, że

f(tn, y) =
∏
ϵn=1

(y − y(ϵt))

Co wi ιecej, stopień n wielomianu f jest najmniejsz ιa liczb ιa ca lkowit ιa n′ ≥ 1

tak ιa, że równanie f(tn
′
, y) = 0 ma rozwi ιazanie w C{t}.

Twierdzenie Newtona–Puiseux obok twierdzenia przygotowawczego i
twierdzenia o funkcjach uwik lanych należy do podstawowych faktów ge-
ometrii analitycznej i posiada kilka dowodów zarówno algebraicznych jak
analitycznych (por. [1] i literatura cytowana w pracy [6]). Dalej istotna jest
nast ιepuj ιaca

Uwaga do twierdzenia Newtona–Puiseux. Niech y(t) =
∑
ajt

j oraz supp y(t) =
{j ∈ N : aj ̸= 0}. Wówczas liczby zbioru {n} ∪ supp y(t) maj ιa najwi ιekszy
wspólny dzielnik równy 1 (gdyby mia ly wspólny dzielnik d > 1 to równanie
f(tn

′
, y) = 0, n′ = n/d mia loby rozwi ιazanie w C{t}, co jest sprzeczne z drug ιa

cz ιeści ιa twierdzenia 2.1). Jest oczywíscie supp y(t) = supp y(ϵt) a wi ιec zbiór
S(f) = supp y(t) nie zależy od wyboru rozwi ιazania równania f(tn, y) = 0.

W rozwini ιeciu y(t) =
∑
ajt

j specjaln ιa rol ιe odgrywaj ιa pewne wskaźniki j.
Mianowicie charakterystyk ιa wielomianu wyróżnionego i nierozk ladalnego f
nazywamy ci ιag liczb ca lkowitych b0, b1, . . . , bh spe lniaj ιacych warunki

(i) b0 = n.
(ii) Jeżeli 1 ≤ k ≤ h, to bk jest najmniejszym elementem zbioru S(f) = {j ∈

N : aj ̸= 0} niepodzielnym przez NWP (b0, . . . , bk−1)
(iii) NWP (b0, . . . , bh) = 1

 Latwo zauważyć, że ci ιag b1, . . . , bh jest silnie rosn ιacy. Gdy n = 1 to
h = 0 i charakterystyka redukuje si ιe do jednego wyrazu b0 = 1. Istnie-
nie charakterystyki wynika z uwagi do twierdzenia Newtona–Puiseux. Oz-
naczmy Bk = NWP (b0, . . . , bk) dla k = 0, 1, . . . , h. Zatem B0 = n, B1, . . . ,
Bh−1, Bh = 1 jest ścísle malej ιacym, na mocy warunku (ii), ci ιagiem dziel-
ników liczby n. St ιad n ≥ 2h.

Niech u(n) b ιedzie zbiorem rozwi ιazań równania ϵn = 1.

Lemat 2.2. Jeżeli ϵ ∈ u(Bk−1) \ u(Bk) (1 ≤ k ≤ h), to ord(y(t) − y(ϵt)) = bk.

Dowód. Ustalmy wskaźnik k i napiszmy
y(t) = (suma jednomianów ajt

j stopnia < bk)+abk t
bk +· · · = Y (tBk−1)+abkt

bk +
. . .
Ostatnia równość wynika z faktu, że jeśli aj ̸= 0 oraz j < bk to j jest podzielne
przez NWP (b0, . . . , bk−1) = Bk−1. Jeżeli teraz ϵ ∈ u(Bk−1)\u(Bk), to ϵBk−1 = 1
oraz ϵbk ̸= 1 bo Bk = NWP (Bk−1, bk) a wi ιec y(t) − y(ϵt) = abk(1 − ϵbk)tbk + . . .
jest rz ιedu bk.

Udowodniony lemat dostarcza pewnej motywacji dla poj ιecia charaktery-
styki oraz jest punktem wyj́scia do otrzymania rozmaitych formu l zawiera-
j ιacych wyk ladniki charakterystyczne b0, b1, . . . , bh.

Uwaga o parach charakterystycznych. Wielu autorów rozważa pary charak-
terystyczne (mk, nk) (k = 1, . . . , h) określone wzorami

mk =
bk
Bk

, nk =
Bk−1

Bk
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Ponieważ NWP (Bk−1, bk) = Bk, wi ιec elementy pary charakterystycznej s ιa
liczbami wzgl ιednie pierwszymi. Pary charakterystyczne i liczba n określaj ιa
charakterystyk ιe:

bk =
mk

n1 . . . nk
n, Bk =

n

n1 . . . nk

Dla dowolnego szeregu g = g(x, y) dwóch zmiennych x, y definiujemy
krotność przeci ιecia (f, g)0 krzywych f = 0, g = 0 przyjmuj ιac

(f, g)0 = ord g(tn, y(t)).

Oczywíscie podana definicja nie zależy od wyboru rozwi ιazania y(t) równania
f(tn, y) = 0. Jest (f, g)0 < +∞ wtedy i tylko wtedy, gdy g jest niepodzielne
przez f .

Odnotujmy dwie w lasności krotności wynikaj ιace bezpośrednio z podanej
definicji:
(*) dla dowolnej skończonej rodziny szeregów (gi)i∈I jest (f,

∑
i gi)0 ≥

mini(f, gi)0. Jeżeli minimum jest osi ιagni ιete dla dok ladnie jednego wskaź-
nika, to zachodzi równość.

(**) (f,
∏
i

gi)0 =
∑
i

(f, gi)0

Zbiór Γ(f) wszystkich liczb postaci (f, g)0 gdzie g jest szeregiem niepodziel-
nym przez f nazywamy pó lgrup ιa krzywej f . Zbiór ten jest istotnie pó lgrup ιa
bo zawiera 0 i jest zamkni ιety wzgl ιedem dodawania. Gdy n = 1 to Γ(f) = N,
gdy n > 1 to Γ(f) ( N i pó lgrupa Γ(f) daje informacj ιe o osobliwości krzywej
f = 0. Celowe jest zdefiniowanie ci ιagu b̄0, . . . , b̄h przez przyj ιecie

b̄0 = b0, b̄k = bk +
1

Bk−1

k−1∑
i=1

(Bi−1 −Bi)bi dla k = 1, . . . , h.

Jest wi ιec b̄1 = b1.  Latwo sprawdzić, że NWP (b̄0, . . . , b̄k) = Bk dla 0 ≤ k ≤ h
oraz

b0 = b̄0, bk = b̄k −
k−1∑
i=1

(
Bi−1

Bi
− 1)b̄i dla k = 1, . . . , h.

Zatem znaj ιac ci ιag b̄0, . . . , b̄h możemy odtworzyć charakterystyk ιe b0, . . . , bh.

Twierdzenie 2.3 (o strukturze pó lgrupy). Jest Γ(f) = Nb̄0 + · · · + Nb̄h. Dla
każdego k, 1 ≤ k ≤ h liczba b̄k jest najmniejszym elementem pó lgrupy Γ(f)
nie leż ιacym w pó lgrupie Nb̄0 + · · · + Nb̄k−1.

Powyższe twierdzenie pokazuje, że ci ιag b̄0, . . . , b̄h (a wi ιec także charak-
terystyka b0, . . . , bh) jest wyznaczony przez element b̄0 = n oraz pó lgrup ιe
Γ(f). Twierdzenie 2.3 odgrywa podstawow ιa rol ιe w teorii osobliwości krzy-
wych [7], jego dowód podamy w §4 tej pracy. Niech teraz Γ b ιedzie podpó l-
grup ιa pó lgrupy (N,+) i niech n ≥ 1 b ιedzie dan ιa liczb ιa ca lkowit ιa. Ci ιag g0,
g1, . . . , gh nazywamy n–minimalnym ci ιagiem generatorów pó lgrupy Γ gdy
(α) g0 = n,
(β) gk ∈ Γ jest najmniejszym elementem Γ nie leż ιacym w Ng0 + · · · + Ngk−1

(1 ≤ k ≤ h),
(γ) Γ = Ng0 + · · · + Ngh.
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Oczywíscie n–minimalny ci ιag generatorów pó lgrupy Γ jest wynaczony
jednoznacznie przez Γ i n. Pó lgrup ιe nazywamy n–planarn ιa gdy ma n–
minimalny ci ιag generatorów g0, g1, . . . , gh spe lniaj ιacy warunki
(δ) Gk = NWP (g0, . . . , gk) (0 ≤ k ≤ h) jest silnie malej ιacy i Gh = 1,
(ϵ) Gk−1gk < Gkgk+1 dla k = 1, . . . , h− 1.
Z twierdzenia 2.3 wynika, że b̄0, . . . , b̄h jest n–minimalnym ci ιagiem ge-

neratorów pó lgrupy Γ(f). Ponadto spe lnione s ιa warunki (δ) i (ϵ) bo ci ιag Bk

silnie maleje i Bh = 1 oraz b̄k+1− Bk−1

Bk
b̄k = bk+1− bk > 0 dla k = 0, 1, . . . , h− 1.

Zatem mamy

Wniosek z twierdzenia o strukturze pó lgrupy. Pó lgrupa Γ(f) nierozk ladalne-
go wielomianu wyróżnionego f stopnia n jest n–planarna.

Można udowodnić twierdzenie odwrotne: jeżeli Γ ⊂ N jest pó lgrup ιa n–
planarn ιa, to istnieje nierozk ladalny wyróżniony wielomian f stopnia n taki,
że Γ(f) = Γ (por. [2]).

Twierdzenie 2.4 (podstawowe o pierwiastkach aproksymatywnych). Przy
za lożeniach i oznaczeniach przyj ιetych na pocz ιatku tego paragrafu:

(f, Bk−1

√
f)0 = b̄k dla k = 1, 2, . . . , h.

Dowód powyższego twierdzenia podajemy w §5 tego artyku lu.

Twierdzenie 2.5 (o nierozk ladalności pierwiastków aproksymatywnych).
Wielomiany Bk−1

√
f (1 ≤ k ≤ h) s ιa nierozk ladalne w pierścieniu C{x}[y].

Dowód twierdzenia 2.5 opiera si ιe na twierdzeniu 2.4 i kryterium nierozk la-
dalności, które podajemy w §6 tego artyku lu.  Latwo sprawdzić, że pier-
wiastek aproksymatywny wielomianu wyróżnionego jest wielomianem wyróż-
nionym. Wynika st ιad, że w twierdzeniu 2.5 nierozk ladalność w C{x}[y]
można zast ιapić nierozk ladalności ιa w C{x, y}.

3. Lematy przygotowawcze

Przyjmujemy za lożenia i oznaczenia z §2. Wszystkie trzy twierdzenia
przedstawione wyżej opieraj ιa si ιe na dwóch lematach, które dla naszych celów
nazwalísmy lematami przygotowawczymi.

Lemat 3.1. Dla każdego k = 0, 1, . . . , h − 1 istnieje wielomian unitarny fk ∈
C{x}[y] stopnia n/Bk taki, że (f, fk)0 = b̄k+1.

Dowód. Niech y(t) =
∑
ajt

j oraz yk(t) =
∑

j<bk+1

ajt
j, zatem z definicji charak-

terystyki wynika, że yk(t) = Yk(tBk) gdzie Yk(s) jest szeregiem jednej zmien-
nej takim, że elementy zbioru {n/Bk} ∪ suppYk(s) maj ιa najwi ιekszy wspólny
podzielnik równy 1. Istnieje wielomian fk(x, y) ∈ C{x}[y] taki, że

fk(sn/Bk , y) =
∏

µ∈u(n/Bk)

(y − Yk(µs))
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Wynika to z faktu, że iloczyn po prawej stronie nie zmienia si ιe gdy zast ιapimy
s przez θs gdzie θs ∈ u(n/Bk). Mamy

(f, fk)0 = ord fk(tn, y(t)) = ord
∏
µ

(y(t) − Yk(µtBk)) =

=
∑

ord(y(t) − Yk(µtBk)) = bk+1 +
k∑

i=1

(
Bi−1

Bk
− Bi

Bk

)
bi = b̄k+1

ponieważ ord(y(t)−Yk(tBk)) = ord(y(t)−yk(t)) = bk+1 oraz ord(y(t)−Yk(µtBk)) =

ord(Yk(tBk)−Yk(µtBk)) = Bk ord(Yk(s)−Yk(µs)) = Bk
bi
Bk

dla µ ∈ u(Bi−1

Bk
)\u( Bi

Bk
).

Lemat 3.2. Niech 0 ≤ k ≤ h. Jeżeli ψ(x, y) ∈ C{x}[y] jest niezerowy oraz
degy ψ < n/Bk to (f, ψ)0 ∈ Nb̄0 + · · · + Nb̄k.

Dowód. Indukcja wzgl ιedem k. Dla k = 0 lemat jest trywialny, za lóżmy wi ιec,
że 1 ≤ k ≤ h i że lemat jest prawdziwy dla wielomianów stopnia < n/Bk−1.

Ustalmy wielomian niezerowy ψ = ψ(x, y) ∈ C{x}[y] taki, że degy ψ < n/Bk

i rozważmy rozwini ιecie fk−1–adyczne wielomianu ψ:

(1) ψ = ψ0f
s
k−1+ψ1f

s−1
k−1+· · ·+ψs, ψ0 ̸= 0, degy ψi < degy fk−1 = n/Bk−1

Jest s ≤ degψ/degfk−1 < nk = Bk−1/Bk. Niech I b ιedzie zbiorem wskaźników
i ∈ { 0, . . . , s } takich, że ψi ̸= 0. Ponieważ degy ψi < n/Bi−1 wi ιec z za lożenia
indukcyjnego otrzymujemy (f, ψi)0 ∈ Nb̄0 + · · · + Nb̄k−1 a wi ιec

(2) (f, ψi)0 ≡ 0 mod Bk−1 dla i ∈ I

Udowodnimy, że

(3) (f, ψif
s−i
k−1)0 ̸= (f, ψjf

s−j
k−1)0 dla i ̸= j ∈ I

Przypuśćmy, że relacja (3) nie jest prawdziwa. Istniej ιa wi ιec wskaźniki i, j ∈
I, i < j takie, że (f, ψif

s−i
k−1)0 = (f, ψjf

s−j
k−1)0. Z ostatniej równości wynika,

że (f, ψi)0 +(s− i)b̄k = (f, ψj)0 +(s−j)b̄k a st ιad (j− i)b̄k = (f, ψj)0− (f, ψi)0 ≡ 0

mod Bk−1 na podstawie (2). Mamy wi ιec (j−i) b̄k
Bk

≡ 0 mod nk a wi ιec j−i ≡ 0

mod nk ponieważ b̄k/Bk oraz nk s ιa wzgl ιednie pierwsze. Kongruencja j−i ≡ 0
mod nk jest niemożliwa bo 0 < j − i < nk a wi ιec przypuszczenie, że (3) nie
jest prawdziwe prowadzi do sprzeczności.

Z relacji (1) i (3) otrzymujemy (f, ψ)0 = mins
i=0(f, ψif

s−i
k−1)0 = (f, ψif

s−i
k−1)0 =

(f, ψi)0 +(s− i)(f, fk−1)0 = (f, ψi)0 +(s− i)b̄k ∈ Nb̄0 + · · ·+Nb̄k co kończy dowód
indukcyjny lematu.

4. Dowód twierdzenia o strukturze pó lgrupy

Z lematu 3.1 bezpośrednio wynika, że b̄0, . . . , b̄h ∈ Γ(f) a st ιad Nb̄0 +
· · · + Nb̄h ⊂ Γ(f). Z twierdzenia o dzieleniu z reszt ιa szeregów pot ιegowych i
definicji pó lgrupy Γ(f) wynika, że każdy element Γ(f) ma postać (f, ψ)0, gdzie
ψ ∈ C{x}[y], degy ψ < n = n/Bh. Zatem lemat 3.2 implikuje: Nb̄0 + · · ·+Nb̄h =
Γ(f).

Rozważmy teraz element b̄ ∈ Γ(f) taki, że b̄ ̸∈ Nb̄0 + · · · + Nb̄k−1. Jest
wi ιec b̄ = a0b̄0 + · · · + ak−1b̄k−1 + ak b̄k + · · · + ahb̄h gdzie a0, . . . , ah s ιa liczbami
ca lkowitymi nieujemnymi przy czym nie wszystkie liczby ak, . . . , ah s ιa równe
zeru. Jeżeli al ̸= 0, l ≥ k to b̄ ≥ b̄l ≥ b̄k a wi ιec b̄ ≥ b̄k czyli b̄k jest najmniejszym
elementem pó lgrupy Γ(f) nie leż ιacym w Nb̄0 + · · · + Nb̄k−1.
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5. Dowód twierdzenia podstawowego

Udowodnimy najpierw

Twierdzenie 5.1. Niech g(x, y) ∈ C{x}[y] b ιedzie wielomianem unitarnym
stopnia n/Bk. Za lóżmy, że (f, g)0 > nk b̄k (przypominamy, że nk = Bk−1/Bk).
Wtedy (f, nk

√
g)0 = b̄k.

Dowód. Wystarczy sprawdzić nast ιepuj ιac ιa implikacj ιe:
(*) jeżeli h(x, y) ∈ C{x}[y] jest wielomianem unitarnym stopnia n/Bk−1

takim, że (f, h)0 = b̄k, to (f, τg(h))0 = b̄k
Istotnie, z (*) wynika, że zbiór wielomianów h(x, y) spe lniaj ιacych warunki
degy h = n/Bk−1, (f, h)0 = b̄k jest zamkni ιety ze wzgl ιedu na operacj ιe τg. Zbiór
ten jest niepusty bo zawiera wielomian fk−1 skonstruowany w lemacie 3.1.
Do rozważanego zbioru należy też (na mocy 1.7)

nk
√
g = τg ◦ τg ◦ · · · ◦ τg︸ ︷︷ ︸

n/d razy

(fk−1)

a wi ιec (f, nk
√
g)0 = b̄k.

Aby udowodnić (*) ustalmy wielomian h(x, y) unitarny stopnia n/Bk−1

taki, że (f, h)0 = b̄k i rozważmy h–adyczne rozwini ιecie wielomianu g:

(1) g = hnk + a1h
nk−1 + · · · + ank

, degy ai < n/Bk−1

Niech I b ιedzie zbiorem takich wskaźników i ∈ { 1, . . . , nk } że ai ̸= 0. Zatem
(f, ai)0 < +∞ dla i ∈ I i na podstawie lematu 3.2 otrzymujemy (f, ai)0 ∈
Nb̄0 + · · · + Nb̄k−1. Jest wi ιec (f, ai)0 ≡ 0 mod Bk−1 dla i ∈ I. Twierdzimy że

(2) (f, aih
nk−i)0 ̸= (f, ajh

nk−j)0 dla i ̸= j ∈ I

Gdyby (f, aih
nk−i)0 = (f, ajh

nk−j)0 dla i < j to podobnie jak w dowodzie le-

matu 3.2 otrzymalibyśmy kongruencj ιe (j − i) b̄k
Bk

≡ 0 mod nk która prowadzi
do sprzeczności, gdyż 0 < j − i < nk.

Z relacji (1) i (2) otrzymujemy

(3) (f, g − hnk)0 =
nk

min
i=1

(f, aih
nk−i)0

Z za lożenia (f, g)0 > nk b̄k = (f, hnk)0 a wi ιec (f, g−hnk)0 = nk b̄k i z (3) wynika,
że nk b̄k ≤ (f, aih

nk−i)0 = (f, ai)0 + (nk− i)(f, h)0 = (f, ai)0 + (nk− i)b̄k dla i = 1,
. . . , nk. St ιad

(4) (f, ai)0 ≥ ib̄k dla i = 1, . . . , nk

Ponadto zachodzi

(5) jeżeli (f, ai)0 = ib̄k, 1 ≤ i ≤ nk to i = nk.

Rzeczywíscie, z równości (f, ai)0 = ib̄k wynika ib̄k ≡ 0 mod Bk−1 bo jak
stwierdzilísmy wcześniej (f, ai)0 jest liczb ιa podzieln ιa przez Bk−1. Jest wi ιec
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i b̄kBk
≡ 0 mod nk a st ιad i = nk bo 1 ≤ i ≤ nk a liczby b̄k/Bk oraz nk s ιa

wzgl ιednie pierwsze.
Z (5) otrzymujemy (nk > 1!):

(6) (f, a1)0 > b̄k

Dlatego (f, τg(h))0 = (f, h + 1
nk
a1)0 = (f, h)0 = b̄k co dowodzi implikacji (*) a

wi ιec także twierdzenia 5.1.

Pokażemy teraz jak z twierdzenia 5.1 wynika twierdzenie podstawowe 2.4.
Rozważmy przypadek k = h. Wówczas Bh = 1, nh = Bh−1 i twierdzenie 5.1
redukuje si ιe do nast ιepuj ιacego faktu:

jeżeli g(x, y) ∈ C{x}[y] jest wielomianem unitarnym stopnia n takim, że
(f, g)0 > Bh−1b̄h to (f, Bh−1

√
g)0 = b̄h.

W szczególności wielomian f w oczywisty sposób spe lnia za lożenia powyż-
szej implikacji co pozwala stwierdzić, że (f, Bh−1

√
f)0 = b̄h. Twierdzenie pod-

stawowe jest wi ιec prawdziwe dla k = h.
Za lóżmy, że twierdzenie podstawowe jest prawdziwe dla pewnego 1 ≤ k ≤

h tzn. (f, Bk−1
√
f)0 = b̄k. Sprawdzimy, że jest prawdziwe dla k − 1.

Wielomian Bk−1
√
f jest unitarny stopnia n/Bk−1 oraz (f, Bk−1

√
f)0 = b̄k >

nk−1b̄k−1 możemy wi ιec zastosować twierdzenie 5.1 do g = Bk−1
√
f . Otrzy-

mujemy (f, nk−1
√
g)0 = b̄k−1 a wi ιec (f, Bk−2

√
f)0 = b̄k−1 bo nk−1

√
g = Bk−2

√
f na

mocy w lasności 1.8.
W ten sposób udowodnilísmy twierdzenie podstawowe przez indukcj ιe zst ιe-

puj ιac ιa wzgl ιedem k.

6. Kryterium nierozk ladalności

Nierozk ladalność pierwiastków aproksymatywnych (twierdzenie 2.5) wy-
nika bezpośrednio z twierdzenia podstawowego 2.4 oraz z nast ιepuj ιacego kry-
terium nierozk ladalności

Twierdzenie 6.1. Niech g = g(x, y) ∈ C{x}[y] b ιedzie wielomianem unitarnym
stopnia n/Bk−1. Wówczas (f, g)0 ≤ b̄k. Jeżeli (f, g)0 = b̄k, to wielomian g jest
nierozk ladalny.

Dowód. Niech fk−1 ∈ C{x}[y] b ιedzie wielomianem skonstruowanym w lema-
cie 3.1. Zatem fk−1 jest unitarny, stopnia n/Bk−1 i taki, że (f, fk−1)0 = b̄k.
Wielomian g− fk−1 jest wi ιec stopnia < n/Bk−1, a wi ιec z lematu 3.2 wynika,
że
(f, g − fk−1)0 ∈ Nb̄0 + · · · + Nb̄k−1, a wi ιec (f, g − fk−1)0 ≡ 0 mod Bk−1. Jest
wi ιec (f, fk−1)0 = b̄k ̸= (f, g − fk−1)0, gdyż b̄k nie dzieli sie przez Bk−1, zatem
(f, g)0 = min{(f, fk−1)0, (f, g − fk−1)0} ≤ (f, fk−1)0 = b̄k.

Za lóżmy, że (f, g)0 = b̄k i przypuśćmy, że g nie jest nierozk ladalny. Ist-
niej ιa wtedy wielomiany unitarne g1, g2 ∈ C{x}[y] dodatnich stopni takie,
że g = g1g2. Jest wi ιec degy g1, degy g2 < degy g = n/Bk−1, a wi ιec (f, g1)0,
(f, g2)0 ∈ Nb̄0 + · · ·+Nb̄k−1 na mocy lematu 3.2. Prowadzi to do sprzeczności
z za lożeniem (f, g)0 = b̄k ponieważ (f, g)0 = (f, g1g2)0 = (f, g1)0 + (f, g2)0 ∈
Nb̄0 + · · · + Nb̄k−1 jest liczb ιa podzieln ιa przez Bk−1.
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7. Uwagi bibliograficzne

Rozwini ιecia g–adyczne wielomianów i “przekszta lcenie Tschirnhausena”

Y n + a1Y
n−1 + · · · + an = (Y +

a1
n

)n + ã2(Y +
a1
n

)n−2 + · · · + ãn

należ ιa do repertuaru algebry klasycznej.
Poj ιecia: pierwiastka aproksymatywnego i operatora Tschirnhausena τf

zosta ly wprowadzone przez Abhyankara i Moha w 1973 roku (por. praca

tych autorów cytowana w [6]). Formu la ed
√
f = e

√
d
√
f zosta la podana w pracy

[3]. Twierdzenie Newtona–Puiseux i poj ιecie “parametrycznej” krotności
przeci ιecia krzywych pojawi ly si ιe w literaturze matematycznej drugiej po lo-
wy XIX wieku, wyk ladniki charakterystyczne wprowadzili, niezależnie od
siebie, Halphen i Smith w końcu minionego stulecia. W latach 30–tych
XX wieku podano interpretacj ιe topologiczn ιa par charakterystycznych. Po-
j ιecie pó lgrupy osobliwości wprowadzi l Apéry w pracy z 1946 roku (por. lite-
ratura cytowana w [2]). Twierdzenie o strukturze pó lgrupy pojawi lo si ιe w
latach 60–tych i zwi ιazane jest z nazwiskami Azevedo, Abhyankara i Zariskie-
go. Twierdzenie podstawowe o pierwiastkach aproksymatywnych i nieroz-
k ladalność pierwiastków s ιa g lównymi wynikami teorii Abhyankara i Moha.
W formie podanej przez nas wystarczaj ιa we wszystkich zastosowaniach: ory-
ginalne twierdzenia dotycz ιa ogólniejszego przypadku wielomianów o wspó l-
czynnikach meromorficznych. Lematy nazwane przez nas “przygotowawczy-
mi” pochodz ιa od Zariskiego [7] który przeprowadza rachunki “w generycz-
nym uk ladzie wspó lrz ιednych”. Wielomiany skonstruowane w lemacie 3.1
Abhyankar nazywa “pseudopierwiastkami aproksymatywnymi”, konstrukcja
ta pojawia si ιe w literaturze przed ukazaniem si ιe pracy Abhyankara i Moha.

Dowód twierdzenia podstawowego zosta l podany w pracy [3] J. Gwoź-
dziewicza i autora. Inne dowody tego twierdzenia wykorzystuj ιa technik ιe
“deformacji” (por. [1] “The why of deformations” p. 365). Kryterium
nierozk ladalności oraz dowód twierdzenia o nierozk ladalności pierwiastków
aproksymatywnych również pochodzi z pracy [3]. Z kryterium nierozk la-
dalności Abhyankara i Moha Czytelnik może si ιe zapoznać w pracy [4], a z
uogólnieniami również w [3].
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[3] J. Gwoździewicz and A. P loski, On the approximate roots of polynomials (to appear).
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Fundamental Theorems on the approximate roots of polynomials

Summary. We present a simplified approach due to J. Gwoździewicz and
the author to the Abhyankar–Moh theory of approximate roots.
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