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EFEKTYWNE TWIERDZENIE O ZERACH

A. P loski (Kielce)

0. Wst ιep

Niech F = (F1, . . . , Fm) : Cn → Cm b ιedzie odwzorowaniem wielomianowym.
Jeżeli uk lad równań F1 = . . . = Fm = 0 nie ma rozwi ιazań w Cn, to na mocy
klasycznego twierdzenia Hilberta o zerach istnieje odwzorowanie wielomianowe A =
(A1, . . . , Am) : Cn → Cm takie, że zachodzi ”tożsamość Bezouta”:

A1F1 + · · · + AmFm = 1.

Twierdzenie powyższe nie jest efektywne a jego rozmaite dowody nie daj ιa wskazów-
ki jak wyznaczać wielomiany A1, . . . , Am. Jeśli jednak umielibyśmy wskazać efekty-
wne oszacowanie dla degA = max(degAi), to ”metod ιa wspó lczynników nieoznaczo-
nych” problem wyznaczania wielomianów Ai zosta lby zredukowany do rozwi ιazania
liniowego uk ladu równań.

Pierwsze oszacowania dla degA otrzyma la Greta Hermann w pracy [5]; wykaza la,
że jeśli degF = max(degFi) to wielomiany Ai można dobrać w ten sposób, że

degA ≤ 2 (2 degF )2
n−1

. Praca G. Hermann opublikowana w 1926 roku i cytowana
w s lynnym podr ιeczniku van der Waerdena nie znalaz la pr ιedko kontynuatorów.
Dopiero w 1983 roku Masser i Wustholz [7] podali nowy dowód rezultatu Hermann
i wskazali na jego zastosowanie w teorii liczb. Wcześniej na pewne luki w [5] zwróci l
uwag ιe Seidenberg. Mimo, że także inni autorzy poprawiali rezultat Hermann otrzy-
mane oceny dla degF mia ly charakter podwójnie wyk ladniczy ze wzgl ιedu na liczb ιe

45



46

zmiennych n. Prze lomowe znaczenie mia la dopiero praca Brownawella [2], który
uzyska l oszacowanie

degA ≤ nmin(m,n)(degF )min(m,n) + min(m,n) degF.

Rezultat ten zosta l uzyskany przez po l ιaczenie metod analitycznych z konstrukcja-
mi geometrii algebraicznej. Oszacowanie Brownawella zosta lo wzmocnione przez
Kollára [6], który stosuj ιac wyrafinowane środki wspó lczesnej geometrii algebraicznej
otrzyma l niezwykle proste oszacowanie:

degA ≤ (degF )min(m,n)

pod warunkiem, że degFi ̸= 2 dla wszystkich i = 1, . . . ,m. Mimo, że warunek
ten ma w dowodzie Kollára charakter techniczny do dzisiaj nie roztrzygni ιeto czy
można go pomin ιać. Obecnie znane s ιa nieco prostsze dowody twierdzenia Kollára
(por. artyku ly przegl ιadowe [1] i [10] oraz prace cytowane w [4]). Z omawianym
problemem efektywności twierdzenia Hilberta o zerach zwi ιazane s ιa efektywne wer-
sje nierówności  Lojasiewicza w geometrii analitycznej zespolonej. Na przyk lad, z
tożsamości Bezouta wynika  latwo nierówność |F (z)| ≥ const. |z|− degA dla dużych
|z|. I odwrotnie: nierówność typu |F (z)| ≥ const. |z|q dla dużych |z| z efektywnie
podanym q maj ιa zastosowanie do oszacowań o charakterze czysto algebraicznym.
Nie b ιedziemy tutaj podejmowali tego w ιatku, chcielísmy tylko zauważyć, że pier-
wsz ιa efektywn ιa nierówność tego typu uzyska l Ch ιadzyński w 1983 roku w pracy
[3].

Celem tego artyku lu jest poinformowanie czytelnika o pewnych rezultatach doty-
cz ιacych twierdzenia Hilberta o zerach. Przytoczone dowody należ ιa do autora,
wszystkie potrzebne wiadomości z geometrii analitycznej czytelnik znajdzie w mo-
nografii Profesora  Lojasiewicza ”Wst ιep do geometrii analitycznej zespolonej”.

1. Twierdzenie Kollára

Niech F = (F1, . . . , Fm) : Cn → Cm b ιedzie odwzorowaniem wielomianowym.
Zak ladamy, że di = degFi > 0 dla i = 1, 2, . . . ,m oraz d1 ≥ · · · ≥ dm.

Twierdzenie Kollára. Za lóżmy, że uk lad F1 = . . . = Fm = 0 nie ma rozwi ιazań
w Cn i że di ̸= 2 dla i = 1, . . . ,m. Wtedy istnieje odwzorowanie wielomianowe
A = (A1, . . . , Am) : Cn → Cm takie, że:

(1) A1F1 + · · · + AmFm = 1

oraz

(2) Dla i = 1, . . . ,m jest: deg(AiFi) ≤ d1 · · · dm jeżeli m ≤ n,
deg(AiFi) ≤ d1 · · · dn−1dm jeżeli m > n.

Oczywíscie z powyższej wersji twierdzenia wynika oszacowanie degA ≤
(degF )min(m,n) podane we wst ιepie. W pracy [5] Kollár udowodni l, że oszacowa-
nie dla stopni deg(AiFi) jest dok ladne. Tutaj podamy przyk lad pokazuj ιacy, że
dla m = n można tak dobrać F , że max(deg(AiFi)) ≥ d1 · · · dn dla dowolnych A,
spe lniaj ιacych warunek (1) twierdzenia Kollára.
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Przyk lad. Niech F1(Z) = Zd1
1 , Fn(Z) = Zn−1Z

dn−1
n − 1 oraz

Fk(Z) = Zk−1Z
dk−1
n −Zdk

k dla 1 < k < n. Udowodnimy, że jeśli A1F1+· · ·+AnFn =
1, to deg(A1F1) ≥ d1 · · · dn.

Przyjmijmy φk(T ) = T−dk+1···dn+1 dla k = 1, 2, . . . , n−1 oraz φn(T ) = T . Niech
φ(T ) = (φ1(T ), . . . , φn(T )).  Latwo sprawdzić, że F2(φ(T )) = . . . = Fn(φ(T )) = 0
a wi ιec A1(φ(T ))F1(φ(T )) = 1 w C(T ) a st ιad degA1(φ(T )) = −degF1(φ(T )) =
d1 · · · dn−d1 (stopień funkcji wymiernej = stopień licznika − stopień mianownika).

Skoro degA1(φ(T )) = d1 · · · dn − d1, to degA1(Z) ≥ d1 · · · dn − d1 a wi ιec
degA1(Z)F1(Z) ≥ d1 · · · dn.

Jak wspomnielísmy we wst ιepie, podane dotychczas dowody twierdzenia Kollára
wymagaj ιa zaawansowanych metod algebry. Tutaj udowodnimy jedynie specjalny
przypadek tego twierdzenia.

Twierdzenie Kollára dla pe lnych przeci ιeć. Za lóżmy, że uk lad równań

F1 = · · · = Fm = 0 nie ma rozwi ιazań w Cn a odpowiedni uk lad jednorodny F̃1 =

· · · = F̃m = 0 definiuje zbiór algebraiczny wymiaru n−m ≥ 0 w Pn(C).
Wtedy istnieje odwzorowanie wielomianowe A = (A1, . . . , Am) takie, że A1F1 +

· · · + AmFm = 1 oraz deg(AiFi) ≤ d1 · · · dm dla i = 1, . . . ,m.

Dowód. Z za lożenia o wymiarze zbioru określonego uk ladem równań F̃1 = · · · =

F̃m = 0 wynika istnienie form liniowych F̃m+1, . . . , F̃n+1 takich, że zbiór określony

w Pn(C) równaniami F̃1 = · · · = F̃n+1 = 0 jest pusty. Zatem odwzorowanie

F̃ = (F̃1, . . . , F̃n+1) : Cn+1 → Cn+1 o sk ladowych jednorodnych spe lnia warunek

(F̃ )−1(0) = {0}. Wynika st ιad, że F̃ jest w laściwe.
Klasyczne twierdzenie Bezouta pozwala stwierdzić, że stopień geometryczny d

odwzorowania F̃ jest równy d = d1 · · · dm. Jak wiadomo z teorii nakryć anality-
cznych dla każdego wielomianu G : Cn+1 → C dodatniego stopnia istnieje wielo-
mian PG(W,T ) zmiennych (W,T ) = (W1, . . . ,Wn+1, T ) postaci PG(W,T ) = T d +

P
(1)
G (W )T d−1 + · · · + P

(d)
G (W ) jednoznacznie scharakteryzowany równości ιa

(*) PG(w, T ) =
∏
z

(T −G(z))mz dla w ∈ Cn+1

gdzie mz jest krotności ιa F̃ w punkcie z odwzorowania F̃ a iloczyn w formule (*)

jest rozci ιagni ιety na wszystkie punkty z ∈ (F̃ )−1(w).
Wielomian PG nazywamy wielomianem charakterystycznym wielomianu G wzgl ιe-

dem odwzorowania F̃ . Rozważmy teraz wielomian charakterystyczny P (W,T ) =
T d + P1(W )T d−1 + · · · + Pd(W ) wielomianu G = Z0. Jest

(i) Zd
0 + P1(F̃ (Z̃))Zd−1

0 + · · · + Pd(F̃ (Z̃)) = 0 w C[Z̃],

(ii) Pj((F̃ (Z̃)) ∈ (F̃1, . . . , F̃m)C[Z̃], Z̃ = (Z0, Z).

W lasność (i) wynika bezpośrednio z formu ly (*). Aby sprawdzić (ii) wystarczy
zauważyć, że z (*) wynikaj ιa relacje Pj(0, wm+1, . . . , wn) = 0 (j = 1, . . . , d) dla
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dowolnych wm+1, . . . , wn ∈ C gdyż wzystkie rozwi ιazania uk ladu F̃1 = · · · = F̃m = 0
leż ιa na hiperp laszczyźnie Z0 = 0. Jest zatem Pj(W ) ∈ (W1, . . . ,Wm)C[Z] (j =
1, . . . , d) a st ιad wynika (ii). Z w lasności (i), (ii) otrzymujemy relacj ιe

Zd
0 = Ã1F̃1 + · · · + ÃmF̃m

dla pewnych wielomianów jednorodnych Ãj . Możemy za lożyć, że ÃjF̃j jest stopnia
d = d1, · · · , dm. Podstawiaj ιac 1 na miejsce Z0 otrzymujemy tez ιe.

Wniosek. Jeśli degFi = di > 0 dla i = 1, 2 oraz uk lad F1 = F2 = 0 nie ma
rozwi ιazań w Cn, to A1F1 + A2F2 = 1 dla pewnych wielomianów A1, A2 takich, że
deg(AiFi) ≤ d1d2 dla i = 1, 2.

Dowód. Wielomiany F1, F2 a wraz z nimi F̃1, F̃2 s ιa wzgl ιednie pierwsze, zatem zbiór

rozwi ιazań uk ladu F̃1 = F̃2 = 0 w Pn(C) ma wymiar n − 2 i możemy zastosować
udowodnione twierdzenie.

Uwaga. Twierdzenie Kollára dla pe lnych przeci ιeć można dowieść przy za lożeniu,

że uk lad F̃1 = · · · = F̃m−1 = 0 definiuje pe lne przeci ιecie w Pn(C). Wymaga to
pewnej modyfikacji przedstawionego dowodu. Z drugiej strony twierdzenie Kollára
(dla m ≤ n)  latwo sprowadzić do przypadku ”afinicznego pe lnego przeci ιecia”, tzn.
wystarczy je dowieść przy za lożeniu, że uk lad F1 = · · · = Fm−1 = 0 definiuje zbiór
wymiaru n−m + 1 w Cn.

2. Twierdzenie Hermann

Tytu lowe twierdzenie udowodnimy stosuj ιac metod ιe eliminacji Kroneckera.
Niech X = (X1, . . . , Xn) b ιedzie ci ιagiem zmiennych a Y jedn ιa zmienn ιa. Roz-
pocznijmy od lematu o rugowniku zaobserwowanym przez J.Ch ιadzyńskiego (por.
dowód twierdzenia w [3]).

Lemat. Jeśli Fi(X,Y ) = Y di + ai1(X)Y di−1 + · · · + aidi(X) (i = 1, 2) jest wielo-
mianem stopnia di wzgl ιedem zespo lu zmiennych (X,Y ) oraz jeśli R(X) jest Y –
rugownikiem wielomianów F1(X,Y ), F2(X,Y ) to

R(X) = A1(X,Y )F1(X,Y ) + A2(X,Y )F2(X,Y )

w C[X,Y ] przy czym deg(AiFi) ≤ d1d2 dla i = 1, 2.

Dowód lematu. Rozważmy wielomiany Fi(Ai, Y ) = Y di + Ai1Y
di−1 + · · · + Aidi

o ogólnych wspó lczynnikach Ai = (Ai1, . . . , Aidi) (i = 1, 2) oraz ich Y –rugownik
R(A1, A2). Jeżeli przyjmiemy waga Aij = j, waga Y = 1 to Fi(Ai, Y ) s ιa izo-
baryczne wagi di. Co wi ιecej wiadomo, że rugownik R(A1, A2) jest izobaryczny
wagi d1d2 i należy do idea lu generowanego przez Fi(Ai, Y ) w Z[A1, A2, Y ]. Z tych
dwóch faktów wynika  latwo, że

R(A1, A2) =
∑

Ai(A1, A2, Y )Fi(Ai, Y )

gdzie Ai s ιa izobaryczne i waga Ai = d1d2−di. Podstawiaj ιac na miejsce zmiennych
Aij wielomiany aij(X) otrzymujemy poszukiwan ιa relacj ιe.
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Twierdzenie Kroneckera o eliminacji. Niech Fi(X,Y ) = Y di +ai1(X)Y di−1+
· · ·+aidi(X), i = 1, . . . ,m b ιedzie ci ιagiem wielomianów unormowanych wzgl ιedem Y
stopni di > 0. Zak ladamy, że Fi(X,Y ) jest stopnia di wzgl ιedem zespo lu zmiennych
(X,Y ). Przyjmijmy, że d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dm. Wówczas istnieje ci ιag wielomianów
Rj(X), j = 1, . . . , l = (m− 2)dm + 1 taki, że

(i) Rj(X) =
∑m

i=1 Aij(X,Y )Fi(X,Y ) w C[X,Y ], deg(AijFi) ≤ d1dm

oraz

(ii) dla każdego x0 ∈ Cn: R1(x0) = · · · = Rl(x0) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
uk lad równań F1(x0, Y ) = · · · = Fm(x0, Y ) = 0 ma rozwi ιazanie w C.

Dowód. Niech T b ιedzie now ιa zmienn ιa i rozważmy R(X,T ) = Y –rugownik wielo-

mianów
∑m−1

i=1 Fi(X,Y )T i−1, Fm(X,Y ). Zatem R(X,T ) jest wzgl ιedem zmiennej
T wielomianem stopnia co najwyżej (m − 2)dm, oznaczmy l = (m − 2)dm + 1
i obierzmy t1, . . . , tl ∈ C parami różne i takie, że

∑
i Fi(X,Y )ti−1

k jest stop-
nia d1 wzgl ιedem Y dla k = 1, . . . , l. Niech Rk(X) = R(X, tk). W lasność (i)
wynika  latwo z udowodnionego wyżej lematu. Niech x0 ∈ Cn b ιedzie taki, że uk lad
F1(x0, Y ) = · · · = Fm(x0, Y ) = 0 ma rozwi ιazanie y0 ∈ C. Podstawiaj ιac (x0, y0)
na miejsce X,Y w tożsamości (i) stwierdzamy, że Rj(x0) = 0 dla j = 1, . . . , l.
Za lóżmy, że R1(x0) = · · · = Rl(x0) = 0 dla pewnego x0 ∈ Cn. Zatem R(x0, tk) = 0
dla k = 1, . . . , l a wi ιec R(x0, T ) = 0 w C[T ] bo R(x0, T ) jest wielomianem stop-
nia < l. Na mocy podstawowej w lasności rugownika wielomiany

∑
Fi(x0, Y )T i−1

oraz Fm(x0, Y ) maj ιa wspólny podzielnik w C[T ][Y ] stopnia > 0. Nie zależy on od
T bo dzieli Fm(x0, Y ) ∈ C[Y ]. Jego pierwiastek y0 jest wspólnym rozwi ιazaniem
równań F1(x0, Y ) = · · · = Fm(x0, Y ) = 0.

Z podanego wyżej twierdzenia o eliminacji wyprowadzimy  latwo

Twierdzenie Hermann. Niech ci ιag wielomianów F = (F1, . . . , Fm) nie ma wspól-
nego zera w Cn.

Wtedy istnieje ci ιag wielomianów A = (A1, . . . , Am) taki, że

m∑
i=1

AiFi ≡ 1 oraz degA ≤ (n + 1)(degF )2
n−1

Dowód (indukcyjny wzgl ιedem liczby n zmiennych). Dla n = 1 sprawdzenie po-
zostawiamy czytelnikowi. Niech wi ιec n > 1 i za lóżmy, że twierdzenie jest prawdziwe
dla n − 1 zmiennych. Ewentualnie zmieniaj ιac liniowo zmienne od których zależ ιa
wielomiany Fi oraz opuszczaj ιac wielomiany sta le możemy za lożyć, że Fi zależ ιa
od zmiennych (X,Y ) = (X1, . . . , Xn−1, Y ) i s ιa unormowane stopnia di = degFi

wzgl ιedem zmiennej Y . Rozważmy uk lad wielomianów Rj(X) takich jak w twierdze-
niu Kroneckera o eliminacji. Z w lasności (ii) wynika, że do uk ladu R1 = · · · = Rl =
0 w Cn−1 stosuje si ιe za lożenie indukcyjne. Istniej ιa wi ιec wielomiany S1, . . . , Sl

takie, że ∑
j

Sj(X)Rj(X) ≡ 1 oraz degSj ≤ n(degR)2
n−2
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gdzie degR = max(degRk). Oznaczmy D = degF . Jest wi ιec degR ≤ D2 na mocy
(i) a wi ιec

degS = max(degSj) ≤ n(D2)2
n−2

= nD2n−1

Z tożsamości (i) wynika, że
∑

AiFi ≡ 1 gdzie Ai =
∑

SjAij a wi ιec degA =

max(degAi) ≤ max(degSjAij) ≤ nD2n−1

+D2 ≤ nD2n−1

+D2n−1

= (n+1)D2n−1

.

3. Pewna w lasność wielomianów na zbiorach algebraicznych

Gdy V ⊂ Cn jest niepustym zbiorem algebraicznym, V = ∪s
i=1Vi jego rozk ladem

na komponenty nierozk ladalne, to przyjmujemy z definicji deg V =
∑s

i=1 deg Vi.
Naszym celem jest

Twierdzenie. Niech V ⊂ Cn b ιedzie niepustym zbiorem algebraicznym, a P :
Cn → C niezerowym wielomianem takim, że P (z) ̸= 0 dla z ∈ V . Wtedy istnie-
je wielomian Q : Cn → C taki, że P (z)Q(z) = 1 dla z ∈ V oraz deg(PQ) ≤
(degP )(deg V ).

Dowód. Za lóżmy najpierw, że V jest nierozk ladalny. Gdy V jest jednopunktowy
lub = Cn, to twierdzenie jest oczywiste. Za lóżmy wi ιec, że k = dimV > 0 oraz
k < n. Oznaczmy d = deg V . Istnieje rozk lad Cn na sum ιe prost ιa = Cn = Ck×Cn−k

taki, że

(i) rzut π : V → Ck dany wzorem π(x, y) = x jest stopnia d,
(ii) jeśli (x, y) ∈ V , (x, y) → ∞ to |y| ≤ c|x| dla pewnej sta lej c > 0 (”warunek

Sadulajewa”).

Niech W (X,T ) = T d + W1(X)T d−1 + . . . + Wd(X) b ιedzie wielomianem charak-
terystycznym wielomianu P wzgl ιedem rzutu π. Jest on scharakteryzowany równo-
ści ιa

W (x, T ) =
∏

π(x,y)=x

(
T − P (x, y)

)mult(x,y)π

Ponieważ |P (x, y)| ≤ const. max(|x|, |y|)degP ≤ const.|x|degP dla (x, y) ∈ V ,
(x, y) → ∞ zatem wspó lczynniki Wj(x) jako wielomiany symetryczne liczb

P (x, y(1)), . . . , P (x, y(d)) gdzie (x, y(1)), . . . , (x, y(d)) jest ci ιagiem elementów π−1(x)
spe lniaj ιa nierówności |Wj(x)| ≤ const.|x|j degP dla x → ∞ (por.[8]). Wynika st ιad,
że degWj ≤ j degP dla j = 1, . . . , d. Z relacji Wd(x) =

±P (x, y(1)) · · ·P (x, y(d)) ̸= 0 dla x ∈ Ck wynika, że wielomian Wd(x) jest sta ly.
Możemy za lożyć bez zmniejszania ogólności, że wielomian −Wd(x) ≡ 1.

Ponieważ W (x, P (x, y)) = 0 dla (x, y) ∈ V zatem

P (x, y)
(
P (x, y)d−1 + W1(x)P (x, y)d−2 + · · · + Wd−1(x)

)
= 1

jeśli (x, y) ∈ V . Po lóżmy Q = P d−1 + W1F
d−2 + · · · + Wd−1. Jest wi ιec

P (x, y)Q(x, y) = 1 dla (x, y) ∈ V oraz degQ ≤ max
(

(d − 1) degP , degW1 + (d −
2) degP , . . . , degWd−1

)
≤ (d−1)(degP ), tzn. degQP ≤ ddegP = (deg V )(degP ).

To kończy dowód twierdzenia w przypadku zbioru nierozk ladalnego V .
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Jeśli teraz V jest dowolnym zbiorem algebraicznym to przedstawiamy go jako
sum ιe komponent nierozk ladalnych Vj : V = ∪jVj . Jeżeli P nie zeruje si ιe na V
to tym bardziej na Vj i na mocy udowodnionego już przypadku istnieje wielomian
Qj taki, że P (z)Qj(z) = 1 dla z ∈ Vj ; deg(PQj) ≤ (degP )(deg Vj). Jest wi ιec∏

j(1 − P (z)Qj(z)) = 0 dla z ∈ V i jak  latwo sprawdzić wystarczy przyj ιać Q =

(Q1 + Q2 + · · · ) − P (Q1Q2 + · · · ) + · · · + (−1)s+1P s−1(Q1 . . . Qs).

Z udowodnionego twierdzenia wynika  latwo

S laba wersja twierdzenia Kollára. Niech uk lad równań wielomianowych F1 =
· · · = Fm = 0 (m ≤ n) b ιedzie sprzeczny i za lóżmy, że każdy ze zbiorów Vi

określonych równaniami F1 = · · · = Fi−1 = Fi+1 = · · · = Fm = 0 jest niepusty.
Wtedy istnieje ci ιag wielomianów A1, . . . , Am taki, że

∑
Ai(z)Fi(z) = 1 dla z ∈ Vi

oraz deg(AiFi) ≤ d1 · · · dm.
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Effective zero-points theorems

Summary. The paper is a survey of results about Nullstellensatz degree esti-
mates due to Hermann, Brouwnawell and Kollar.
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