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Wst ιep

B ιedziemy rozważali wielomiany dwóch zmiennych f = f(X,Y ) ∈ C[X,Y ] nie
posiadaj ιace na p laszczyźnie zespolonej punktów krytycznych to znaczy takie, że
uk lad równań ∂f

∂X = ∂f
∂Y = 0 nie ma rozwi ιazań w C2.

Najprostszych przyk ladów takich wielomianów dostarczaj ιa automorfizmy wielo-
mianowe p laszczyzny C2; sk ladowe takiego automorfizmu nie maj ιa punktów kryty-
cznych gdyż jakobian automorfizmu jest sta l ιa różn ιa od zera. Wielomian f(X,Y ) =
Y (XY − 1) pojawiaj ιacy si ιe w wielu pracach jest najprostszym przyk ladem wielo-
mianu bez punktów krytycznych który nie jest sk ladow ιa automorfizmu wielomia-
nowego (bo jest rozk ladalny). Znacznie trudniej podać przyk lad wielomianu bez
punktów krytycznych o nierozk ladalnych w lóknach f−1(t) (t ∈ C) który nie by lby
sk ladow ιa automorfizmu. S lynny jest tu przyk lad Briancona z 1985 roku: wielomian
f(X,Y ) = Y 2(1+XY )4+3Y (1+XY )3+(3−8/3Y )(1+XY )2−4(1+XY )+X+1
ma wszystkie trzy wymagane w lasności. Nie wiemy czy istniej ιa przyk lady tego typu
stopnia niższego niż 10.
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Wartości krytyczne w nieskończoności

Przypomnimy tu dobrze znan ιa konstrukcj ιe pochodz ιac ιa od Broughtona. Niech
f : C2 → C b ιedzie wielomianem stopnia d > 0. Dla każdego t ∈ C rozważmy
krzyw ιa rzutow ιa Ct: F (X,Y, Z)−tZd = 0 gdzie forma jednorodna F jest ujednorod-
nieniem wielomianu f . Krzywa ta przecina prost ιa w nieskończoności w skończonym
zbiorze punktów (Ct)∞ = C∞ niezależnym od t. Dla każdego p ∈ C∞ rozważmy
µt
p = liczba Milnora Ct w punkcie p. Przyjmijmy µgen

p = inf{µt
p : t ∈ C }. Dowodzi

si ιe, że zbiór Λ(f) = { t ∈ C : µt
p > µgen

p dla pewnego p ∈ C∞, } jest skończony.
Nazywamy go zbiorem wartości krytycznych w nieskończoności wielomianu f .

Ponadto oznaczamy λt
p = µt

p − µgen
p , λt(f) =

∑
p∈C∞

λt
p, λ(f) =

∑
t∈C λt(f).

Obie sumy s ιa skończone.
Dowody nast ιepuj ιacych dwóch faktów Czytelnik znajdzie w rozprawie Krasiń-

skiego [Kr]:

Twierdzenie 1. Niech f : C2 → C b ιedzie wielomianem bez punktów krytycznych.
Wówczas Λ(f) jest najmniejszym skończonym zbiorem Λ takim, że odwzorowanie
C2 \ f−1(Λ) → C \ Λ indukowane przez f jest C∞–wi ιazk ιa lokalnie trywialn ιa.

Twierdzenie 2. Niech f : C2 → C b ιedzie wielomianem bez punktów krytycznych.
Wówczas f jest sk ladow ιa automorfizmu wielomianowego dok ladnie wtedy, gdy Λ(f) =
∅.

Z ostatniego twierdzenia wynika, że s lynn ιa hipotez ιe jakobianow ιa można sformu-
 lować w nast ιepuj ιacy sposób:

(JC). Niech f : C2 → C b ιedzie wielomianem bez punktów krytycznych. takim, że
Λ(f) ̸= ∅. Wtedy dla każdego wielomianu g : C2 → C jakobian J(f, g) nie jest
niezerow ιa sta l ιa.

W tej w laśnie formie próbowali udowodnić hipotez ιe jakobianow ιa Lê Dũng Trang
i Weber [LW].

Dalej obok stopnia d wielomianu f rozważamy także liczb ιe c punktów w nieskoń-
czoności krzywej f = 0. Zatem c = #C∞. Nast ιepuj ιace oszacowanie należy do Le
Van Thana i Oki [LO]:

Twierdzenie 3. Jeżeli f : C2 → C jest wielomianem stopnia d > 0 o c punktach
w nieskończoności, to #Λ(f) ≤ d− c.

Alternatywny dowód twierdzenia 3 Czytelnik znajdzie w [GP2].

Wielomiany o jednej wartości krytycznej w nieskończoności

Niech f : C2 → C b ιedzie wielomianem bez punktów krytycznych. Wówczas
dla każdego t ∈ C sk ladowe nierozk ladalne w lókna f−1(t) s ιa nieosobliwe i parami
roz l ιaczne.

Podanie niżej twierdzenie dostarcza charakteryzacji wielomianów o dokladnie
jednej wartości krytycznej w nieskończoności.
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Twierdzenie 1. (J.G. i A.P. 1999) Niech f : C2 → C b ιedzie wielomianem bez
punktów krytycznych. Ustalmy t0 ∈ C. Wówczas nast ιepuj ιace warunki s ιa równo-
ważne:

(i) Λ(f) = {t0},

(ii) W lókno f−1(t0) jest krzyw ιa afiniczn ιa rozk ladaln ιa. Wszystkie sk ladowe tego
w lókna s ιa krzywymi wymiernymi a co najmniej jedna sk ladowa jest izomor-
ficzna z prost ιa. Gdy dok ladnie jedna sk ladowa jest izomorficzna z prost ιa to po-
zosta le maj ιa po dwie ga l ιezie w nieskończoności. Gdy wi ιecej niż jedna sk ladowa
jest izomorficzna z prost ιa to istnieje dok ladnie jedna sk ladowa Γ która nie jest
izomorficzna z prost ιa. Wtedy: liczba ga l ιezi w nieskończoności Γ = liczba sk ladowych
w lókna f−1(t0).

Dowód twierdzenia podamy dalej. Teraz odnotujmy:

Wniosek 1. (Assi 1996) Jeżeli Λ(f) = {t0} to w lókno f−1(t0) jest rozk ladalne
oraz przynajmniej jedna sk ladowa f−1(t0) jest izomorficzna z prost ιa.

Przyk lady.

1. Niech f(X,Y ) = Y P (XY ) gdzie P (T ) jest wielomianem jednej zmiennej
T o pierwiastkach pojedyńczych i niezerowych.  Latwo sprawdzić, że f nie ma
punktów krytycznych. W lókno f−1(0) sk lada si ιe z prostej {Y = 0} oraz prostych
wymiernych {XY − t = 0} (P (t) = 0) o dwóch ga l ιeziach w nieskończoności. Zatem
Λ(f) = {0} na podstawie twierdzenia.

2. Niech f(X,Y ) = Q(X)2Y + Q(X) gdzie Q(X) jest wielomianem o pier-
wiastkach pojedynczych stopnia q > 0. Podobnie jak poprzednio wielomian f
nie ma punktów krytycznych. W lókno f−1(0) sk lada si ιe z q prostych {X = x},
Q(x) = 0 oraz z krzywej wymiernej {Q(X)Y + 1 = 0} o q + 1 ga l ιeziach w
nieskończoności. Możemy wi ιec stwierdzić na podstawie twierdzenia, że Λ(f) = {0}.

3. Rozważmy wielomian f(X,Y ) = Y ((XY − 1)2 + X2Y ). Można sprawdzić
bezpośrednim rachunkiem, że f nie ma punktów krytycznych. W lókno f−1(0)
rozpada si ιe na prost ιa {Y = 0} oraz krzyw ιa stopnia czwartego {(XY − 1)2 +
X2Y = 0}. Krzywa ta jest nierozk ladalna i ma 3 ga l ιezie w nieskończoności. Zatem
Λ(f) ̸= {0}. Można sprawdzić, że Λ(f) = {0, 1}.

Wielomiany f ze skończon ιa liczb ιa Milnora µ(f), stopnia ≤ 4 maj ιa co najwyżej
jedn ιa wartość krytyczn ιa w nieskończoności. Zatem ostatni przyk lad jest optymalny
(wielomian stopnia 5 o 2 wartościach krytycznych w nieskończoności).

Rozważmy teraz wielomian f stopnia d > 0 i niech fd b ιedzie form ιa wiod ιac ιa
tego wielomianu. Liczba c parami różnych czynników liniowych formy fd jest liczb ιa
punktów w nieskończoności wielomianu f . Dobrze wiadomo, że jeśli f jest sk ladow ιa
automorfizmu wielomianowego, to f ma dok ladnie jeden punkt w nieskończoności.
Stosuj ιac twierdzenie 1 udowodnimy

Twierdzenie 2. Niech f : C2 → C b ιedzie wielomianem bez punktów krytycznych o
jednej wartości krytycznej w nieskończoności. Jeżeli f jest stopnia d i ma c punktów
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w nieskończonosci, to

c ≤
[
d + 1

2

]
.

Dowód. Ponieważ f ma wartość krytyczn ιa w nieskończoności to d ≥ 3. Możemy
przyj ιać bez zmniejszania ogólności, że Λ(f) = {0}. Niech f−1(0) = Γ1 ∪ · · · ∪
Γk b ιedzie rozk ladem w lókna f−1(0) na komponenty nierozk ladalne Γi. Mamy
nast ιepuj ιac ιa

W lasność. Niech Γ ⊂ C2 b ιedzie krzyw ιa afiniczn ιa stopnia d o c punktach w
nieskończoności i niech r∞ b ιedzie liczb ιa ga l ιezi w nieskończoności tej krzywej. Wte-
dy

c ≤ r∞ ≤ d.

Jeżeli c = d to domkni ιecie rzutowe krzywej Γ przecina transwersalnie prost ιa w
nieskończoności (w każdym punkcie z krotności ιa 1) i wtedy Γ nie ma osobliwości w
nieskończoności.

Rozważmy dwa przypadki

Przypadek 1. Dok ladnie jedna sk ladowa f−1(0) jest izomorficzna z prost ιa. Niech
to b ιedzie sk ladowa Γ1, zatem pozosta le Γ2, . . . , Γk maj ιa po dwie ga l ιezie w nieskoń-
czoności. Oznaczmy Γ∞ zbiór punktów w nieskończoności krzywej afinicznej Γ.
Krzywe Γ1, Γi (i = 2, . . . , k) s ιa roz l ιaczne wi ιec (Γ1)∞ ⊂ (Γi)∞. Ponieważ Γ1

jest izomoficzna z C wi ιec (Γ1)∞ = {p1} i możemy napisać (Γi)∞ = {p1, pi} dla i =
2, . . . , k bo Γi ma jako krzywa o dwóch ga l ιeziach w nieskończoności ma co najwyżej
dwa punkty w nieskończoności. Może być p1 = pi dla pewnych i > 1. Mamy teraz
(f−1(0))∞ = (Γ1)∞ ∪ · · · ∪ (Γk)∞ ⊂ {p1, p2, . . . , pk} a wi ιec #(f−1(0))∞ ≤ k.

Z drugiej strony d = deg f−1(0) =
∑k

i=1 deg Γi ≥ 1 + 2(k − 1) = 2k − 1 gdyż
Γi (i = 2, . . . , k) jako krzywe o dwóch ga l ιeziach w nieskończoności s ιa stopnia co
najmniej 2. Mamy wi ιec k ≤ d+1

2 .

Przypadek 2. Wi ιecej niż jedna sk ladowa (f−1(0) jest izomorficzna z prost ιa. Na
mocy twierdzenia 2 możemy przyj ιać, że Γ1, . . . ,Γk−1 s ιa izomorficzne z prost ιa zaś
Γk jest krzyw ιa o k ga l ιeziach w nieskończoności. Jest deg Γk > k > 2; nierówność
deg Γk ≥ k jest oczywista, gdyby deg Γk = k to na mocy podanej w lasności
domkni ιecie rzutowe krzywej Γk by loby nieosobliw ιa krzyw ιa co jest niemożliwe bo
krzywa wymierna stopnia > 2 ma zawsze punkty osobliwe.

Możemy napisać (Γi)∞ = {p1} dla i = 1, . . . , k − 1 gdyż Γi s ιa parami roz l ιaczne
oraz (Γk)∞ = {p1, p2, . . . , pk} bo Γk jako krzywa o k ga l ιeziach w nieskończoności
ma co najwyżej k punktów w nieskończonosci. Pozostaje oszacować liczb ιe k. Jest

d = deg f−1(0) =
∑k

i=1 deg Γi ≥ k − 1 + deg Γk ≥ (k − 1) + (k + 1) = 2k. St ιad
k ≤ d/2. To dowodzi twierdzenia.

Uwaga. Podany dowód pokazuje, że liczba punktów w nieskończoności c nie prze-
kracza liczby k sk ladowych nierozk ladalnych w lókna wyj ιatkowego. Ponadto k ≤
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d+1
2

]
gdy w lókno wyj ιatkowe ma dok ladnie jedn ιa sk ladow ιa izomorficzn ιa z prost ιa

oraz k ≤
[
d
2

]
gdy takich sk ladowych jest wi ιecej.

Udowodnione twierdzenie jest optymalne:

Przyk lad. Rozważmy wielomian f(X,Y ) = Y
∏k

i=1(XY − 1 − iY 2) stopnia d =
2k+1. Można sprawdzić (por. [GP2]), że f nie ma punktów krytycznych. Stosuj ιac
twierdzenie 1 dowodzi si ιe  latwo, że Λ(f) = {0}. Bezpośrednio z definicji f widzimy,

że form ιa wiod ιac ιa tego wielomianu jest Y
∏k

i=1(XY − iY 2) = Y k+1
∏k

i=1(X − iY )
a wi ιec c = k + 1 = (d + 1)/2.

Stosuj ιac twierdzenie 2 otrzymujemy

Twierdzenie 3. Jeżeli wielomian f stopnia d > 3 nie ma punktów krytycznych to
c ≤ d− 2.

Dowód. Gdy f nie ma wartości krytycznych w nieskończoności, to c = 1 bo f jest
sk ladow ιa automorfizmu. Gdy f ma tylko jedn ιa wartość krytyczn ιa w nieskończono-
ści, to c ≤

[
d+1
2

]
≤ d−2 na mocy twierdzenia 2. W przypadku gdy f ma wi ιecej niż

jedn ιa wartość krytyczn ιa w nieskończoności, to c ≤ d− 2 na podstawie twierdzenia
Le Van Thana i Oki.

Dowód twierdzenia o charateryzacji wielomianów
o jednej wartości krytycznej w nieskończoności

W dowodzie wykorzystamy w lasności charakterystyki Eulera χ(Γ) krzywej afi-
nicznej Γ ⊂ C2 opisane w [GP1].

Lemat 1. Niech Γ ⊂ C2 b ιedzie krzyw ιa afiniczn ιa nieosobliw ιa i nierozk ladaln ιa.
Niech γ b ιedzie rodzajem domkni ιecia rzutowego tej krzywej a r∞ jej liczb ιa ga l ιezi
w nieskończoności. Wtedy χ(Γ) = 2 − 2γ − r∞. W szczególności χ(Γ) ≤ 1 oraz
χ(Γ) = 1 wtedy i tylko wtedy gdy Γ jest izomorficzna z prost ιa C.

Lemat 2. Niech f : C2 → C b ιedzie wielomianem bez punktów krytycznych. Ustalmy

t0 ∈ C i niech f−1(t0) =
∪k

i=1 Γi b ιedzie rozk ladem w lókna na komponenty nierozk ladalne.
Wtedy nast ιepuj ιace warunki s ιa równoważne.

(i) Λ(f) ⊂ {t0},

(ii)
∑k

i=1 χ(Γi) = 1.

Dowód. Charakterystyka Eulera χ(f−1(t0)) w lókna f−1(t0) jest dana wzorem

χ(f−1(t0)) = 1 − λ(f) + λt0(f).

Warunek Λ(f) ⊂ {t0} jest równoważny równości λt0(f) = λ(f) która ma miejsce

dok ladnie wtedy, gdy χ(f−1(t0)) = 1. Z drugiej strony χ(f−1(t0)) =
∑k

i=1 χ(Γi)
co dowodzi lematu.
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Lemat 3. Niech Γ ⊂ C2 b ιedzie krzyw ιa afiniczn ιa nierozk ladaln ιa stopnia > 1.
Za lóżmy, że istnieje p ιek L z lożony z l równoleg lych prostych nie przecinaj ιacych
Γ. Wówczas Γ ma co najmniej l + 1 ga l ιezi w nieskończoności.

Dowód. Niech p b ιedzie wspólnym punktem w nieskończoności prostych p ιeku L.
Zatem p jest punktem w nieskończonosci krzywej Γ i każda prosta p ιeku L jest
styczna do Γ w p. Jeżeli p jest jedynym punktem w nieskończoności krzywej Γ,
to prosta w nieskończoności jest także styczna do Γ w p. Wówczas przez punkt
p przechodzi l + 1 stycznych do Γ a wi ιec co najmniej l + 1 ga l ιezi. Jeżeli Γ ma
punkt w nieskończoności q ̸= p to przez punkt p przechodzi co najmniej l ga l ιezi a
co najmniej jedna ga l ιaź w nieskończoności przechodzi przez punkt q. To dowodzi
lematu.

Dowód twierdzenia. Mamy
∑k

i=1 χ(Γi) = 1 na podstawie lematu 2. Ponieważ z
lematu 1 wynika że wszystkie sk ladniki sumy s ιa ≤ 1 wi ιec dla pewnego i0 jest
χ(Γi0) = 1. Z lematu 1 wynika, że krzywa Γi0 jest izomorficzna z prost ιa C.
Jeśli jest tylko jedna taka krzywa to dla i ̸= i0 jest χ(Γi) = 0. Zatem ze wzoru
0 = χ(Γ) = 2 − 2γ − r∞ wynika że krzywe Γi (i ̸= i0) s ιa wymierne o dwóch
ga l ιeziach w nieskończoności. Jeśli dok ladnie l (l ≥ 2) krzywych Γ1, . . . , Γl jest
izomorficznych z prost ιa C, to można te krzywe “wyprostować” stosuj ιac automor-
fizm wielomianowy C2. Zachowuje on liczb ιe ga l ιezi w nieskończoności każdej krzywej
afinicznej. Stosuj ιac lemat 3 do krzywej Γj (l < j ≤ k) i do p ιeku z lożonego z Γ1,
. . . , Γl stwierdzamy, że Γj ma co najmniej l + 1 ga l ιezi w nieskończoności. Zatem

χ(Γj) ≤ 1−l dla l < j ≤ k. Dostajemy 1 =
∑k

i=1 χ(Γi) = l+χ(Γl+1)+· · ·+χ(Γk) ≤
l+(1− l)(k− l). St ιad k = l+1, χ(Γk) = 1− l a wi ιec na podstawie wzoru z lematu 1
krzywa Γk jest wymierna o k ga l ιeziach w nieskończoności.
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On polynomials with one critical value at infinity
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Summary. We characterize polynomials in two complex variables with no critical
points and one critical value at infinity. We also estimate number of points at
infinity for such polynomials.
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