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Wst ↪ep

Teoria kontaktu maksymalnego Hironaki stanowi podstaw ↪e techniki rozwi ↪azywania
osobliwości i teorii punktów nieskończenie bliskich [H]. Szczegó lowe przedstawienie
teorii w przypadku krzywych Czytelnik znajdzie w ksi ↪ażce Brieskorna i Knörera
[BK] lub w artykule Teissiera [T]. Celem tego wyk ladu jest dowód twierdzenia
Hironaki o stabilności kontaktu maksymalnego w oparciu o prac ↪e [GB-P]. Zamiast
techniki diagramu Newtona (por. [H], [BK] i [T]) stosujemy efektywn ↪a formu l ↪e dla
wyk ladnika kontaktu (Twierdzenie 2.2). Unikamy powtarzania rzeczy, które już
by ly szczegó lowo omawiane na konferencjach szkoleniowych z analizy i geometrii
zespolonej odsy laj ↪ac Czytelnika do artyku lów [ L] i [K]. Stosujemy standardowe
oznaczenia. Powierzchni ↪a zespolon ↪a nazywamy spójn ↪a rozmaitość holomorficzn ↪a
zespolonego wymiaru 2. Kie lki krzywych analitycznych oznaczamy ma lymi literami
greckimi. Krotność przeci ↪ecia kie lków γ, δ w punkcie 0 ∈M powierzchni M ozna-
czamy (γ, δ)0. Krotność kie lka γ oznaczamy m(γ). Kie lki krzywych g ladkich maj ↪a
krotność 1. Nierozk ladalne kie lki krzywych nazywamy również ga l ↪eziami. Stosu-
jemy zwyk le konwencje dotycz ↪ace symbolu +∞, w szczególności przyjmujemy, że
inf ∅ = +∞.
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1 Rz ↪ad styczności

Niech γ, δ, . . . b ↪ed ↪a ga l ↪eziami w punkcie 0 ∈ M zespolonej powierzchni M . De-

finiujemy d (γ, δ) = (γ,δ)0
m(γ)m(δ) i liczb ↪e d (γ, δ) nazywamy rz ↪edem styczności ga l ↪ezi

γ, δ.

Twierdzenie 1.1 Dla dowolnych ga l ↪ezi γ, δ, ξ, . . .

(i) 1 ≤ d (γ, δ) ≤ +∞ przy czym d(γ, δ) = 1 dok ladnie wtedy, gdy γ, δ s ↪a trans-
wersalne, d (γ, δ) = +∞ gdy γ = δ,

(ii) d (γ, δ) = d (δ, γ),

(iii) d (γ, δ) ≥ inf{d (γ, ξ),d (δ, ξ)} przy czym dla d (γ, ξ) ̸= d (δ, ξ) zachodzi rów-
ność.

Dowód: W lasności (i) wynikaj ↪a z dobrze znanych w lasności krotności, w lasność (ii)
jest banalna. W lasność (iii) jest udowodniona w [Ch-P].

Uwaga 1. Niech γ, δ b ↪ed ↪a kie lkami krzywych w 0 ∈ S. Obierzmy uk lad wspó l-
rz ↪ednych (x, y) i niech f(x, y) = 0 i odpowiednio g(x, y) = 0 b ↪ed ↪a holomorficz-
nymi równaniami lokalnymi kie lków γ, δ. Mówimy, że γ i δ s ↪a transwersalne gdy
uk lad równań jednorodnych in f(x, y) = 0, in g(x, y) = 0 utworzonych przez formy
wiod ↪ace ma jedyne rozwi ↪azanie x = y = 0. Określenie powyższe nie zależy od
wyboru uk ladu wspó lrz ↪ednych.

Uwaga 2. Gdy γ, δ s ↪a kie lkami krzywych g ladkich to d (γ, δ) = rz ↪ad styczności
γ, δ w sensie definicji podanej w [ L, str. 43].

Definicj ↪e rz ↪edu styczności rozszerzamy na przypadek gdy γ =
∪r

i=1 γi jest
kie lkiem o r > 1 sk ladowych nierozk ladalnych przyjmuj ↪ac d (γ, δ) = inf{d (γi, δ) :
i = 1, . . . , r}. Stosuj ↪ac w lasność (iii) rz ↪edu styczności sprawdzamy  latwo

Lemat 1.2 Jeżeli r > 1 to d (γ, δ) ≤ infi ̸=j d (γi, γj). Jest zawsze d (γ, δ) ≥ 1.
Gdy γ ma t > 1 stycznych, to d (γ, δ) = 1.

2 Wyk ladnik styczności

Dla każdego kie lka krzywej γ definiujemy wyk ladnik styczności

d (γ) = sup{d (γ, λ) : λ jest kie lkiem krzywej g ladkiej}.

Wprost z określenia wynika, że 1 ≤ d (γ) ≤ +∞. Jeżeli kie lek γ ma wi ↪ecej niż
jedn ↪a styczn ↪a, to d (γ) = 1. Jeżeli kie lek γ jest g ladki, to d (γ) = +∞. Mówimy, że
kie lek g ladki λ ma kontakt maksymalny z kie lkiem γ, gdy d (λ, γ) = d (γ). Istnienie
takich kie lków dla dowolnego kie lka γ nie jest oczywiste. Zajmiemy si ↪a najpierw
przypadkiem, gdy γ jest ga l ↪ezi ↪a.
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Twierdzenie 2.1 Niech γ b ↪edzie ga l ↪ezi ↪a. Wtedy istnieje kie lek g ladki λ0 taki, że
d (λ0, γ) = d (γ). Jeżeli λ jest kie lkiem g ladkim, to d (λ, γ) ̸= d (γ) dok ladnie wtedy,
gdy d (λ, γ) ∈ N.

Dowód. Jeżeli γ jest kie lkiem g ladkim to przyjmujemy λ0 = γ i twierdzenie jest
oczywiste. Za lóżmy wi ↪ec, że γ jest ga l ↪ezi ↪a osobliw ↪a krotności m(γ) = m. Ist-
nieje uk lad wspó lrz ↪ednych x, y oraz parametryzacja injektywna ga l ↪ezi γ postaci
t → (tm, y(t)) gdzie y(t) = ctn + . . ., c ̸= 0, m < n oraz n ̸≡ 0(mod m),
por. [ L, str. 42]. Niech λ0 b ↪edzie ga l ↪ezi ↪a g ladk ↪a o równaniu y = 0. Za-
tem (γ, λ0)0 = ord y(t) = n a wi ↪ec d (γ, λ0) = n

m . Niech teraz λ b ↪edzie do-
woln ↪a ga l ↪ezi ↪a g ladk ↪a o równaniu l(x, y) = 0. Stosuj ↪ac twierdzenie o funkcjach
uwik lanych możemy przyj ↪ać, że l(x, y) = x − ϕ(y) lub l(x, y) = y − ψ(x) gdzie
ϕ, ψ s ↪a analityczne w 0 ∈ C oraz ϕ(0) = ψ(0) = 0. W pierwszym przypadku
(γ, λ)0 = ord (tm − ϕ(y(t))) = m bo ord (ϕ(y(t)) ≥ n > m. W drugim przy-
padku (γ, λ)0 = ord (y(t) − ψ(tm)) = inf{n,mordψ} bo n nie jest wielokrotności ↪a
m. Jeżeli wi ↪ec (γ, λ)0 ̸= n (co równoważne jest stwierdzeniu, że (γ, λ)0 < n
i d (γ, λ) < d (γ, λ0)) to (γ, λ)0 jest wielokrotności ↪a m = m(γ) a wi ↪ec d (γ, λ) ∈ N.

Twierdzenie podane niżej jest szczególnym przypadkiem ogólnego rezultatu
otrzymanego ostatnio przez Eweli ↪e Garcia Barroso i autora w pracy [GB-P]:

Twierdzenie 2.2 Niech γ =
∪r

i=1 γi b ↪edzie kie lkiem krzywej o r > 1 ga l ↪eziach.
Wtedy

(i) d (γ) = inf{infi d (γi), infi ̸=j d (γi, γj)},

(ii) istnieje wskaźnik i0 ∈ {1, . . . , r} taki, że jeżeli ga l ↪aź g ladka λ ma kontakt
maksymalny z ga l ↪ezi ↪a γi0 to ma kontakt maksymalny z kie lkiem γ.

Dowód. Oznaczmy d ∗(γ) = inf{infi d (γi), infi ̸=j d (γi, γj)}. Nierówność d (γ) ≤
d ∗(γ) wynika z lematu 1.2 oraz z definicji wyk ladnika styczności. Dla dowodu
twierdzenia wystarczy wskazać wskaźnik i0 ∈ {1, . . . , r} taki, że jeżeli λ jest ga l ↪ezi ↪a
g ladk ↪a tak ↪a, że d (γi0 , λ) = d (γi0), to d (γ, λ) = d ∗(γ).
Przypadek 1: infi d (γi) ≤ infi ̸=j d (γi, γj).

Niech i0 ∈ {1, . . . , r} b ↪edzie wskaźnikiem takim, że infi d (γi) = d (γi0). Zatem
d ∗(γ) = d (γi0). Niech λ b ↪edzie ga l ↪ezi ↪a g ladk ↪a tak ↪a, że d (γi0) = d (γi0 , λ). Na
mocy definicji

d (γ, λ) = inf{d (γi0 , λ), inf
i̸=i0

d (γi, λ)}. (1)

Wystarczy sprawdzić, że

d (γi0 , λ) ≤ d (γi, λ) dla i = 1, . . . , r (2)

bo wtedy na mocy (1): d (γ, λ) = d (γi0 , λ) = d (γi0) = d ∗(γ). Przypuśćmy dla
dowodu niewprost, że warunek (2) nie jest spe lniony. Istnieje wi ↪ec wskaźnik i1 ∈
{1, . . . , r} taki, że

d (γi1 , λ) < d (γi0 , λ) = d (γi0). (3)
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Stosuj ↪ac w lasność (iii) rz ↪edu styczności do kie lków γi0 , γi1 , λ otrzymujemy

d (γi1 , λ) = d (γi1 , γi0) ≥ d (γi0). (4)

bo w rozważanym przypadku d (γi, γj) ≥ d (γi0) dla dowolnych i, j. Relacje (3) i
(4) s ↪a sprzeczne a wi ↪e warunek (2) jest spe lniony.
Przypadek 2: infi ̸=j d (γi, γj) < infi d (γi).

Niech i0, j0 b ↪ed ↪a wskaźnikami dla których d (γi0 , γj0) = infi ̸=j d (γi, γj). Jest
wi ↪ec d (γi0 , γj0) = d ∗(γ). Niech λ b ↪edzie ga l ↪ezi ↪a g ladk ↪a tak ↪a, że d (γ0, λ) = d (γi0).
Z za lożenia wynika, że w rozważanym przypadku d (γi0 , γj0) < d (γi0 , λ) a zatem
d (γi0 , γj0) = d (γj0 , λ) i z definicji d (γ, λ) otrzymujemy

d (γ, λ) = inf{d (γi0 , λ),d (γi0 , γj0), inf
i ̸=i0,j0

d (γi, λ)}. (5)

Wystarczy sprawdzić, że

d (γi0 , γj0) ≤ d (γi, λ)} dla i ̸= i0, j0. (6)

Rzeczywíscie z (5) i (6) wynika, że d (γ, λ) = d (γi0 , γj0) = d ∗(γ). Ustalmy
i ̸= i0, j0. Aby sprawdzić (6) zauważmy najpierw, że jeśli d (γi, λ) ≥ d (γi0 , λ)
to warunek ten jest oczywíscie spe lniony. Gdy d (γi, λ) < d (γi0 , λ) = d (γi0) to
d (γi, λ) = d (γi, γi0) ≥ infi ̸=j d (γi, γj) = d (γi0 , γj0) i warunek (6) jest spe lniony.

Przyk lad. Niech γ b ↪edzie kie lkiem o równaniu lokalnym (xm1 +yn1)(xm2 +yn2) = 0
gdzie 1 < m1 < n1 oraz 1 < m2 < n2 oraz pary m1, n1 i m2, n2 s ↪a wzgl ↪ednie
pierwsze. Wtedy d (γ) = inf{ n1

m1
, n2

m2
} bo d (γ1) = n1

m1
,d (γ2) = n2

m2
oraz d (γ1, γ2) =

inf{ n1

m1
, n2

m2
}.

3 Wyk ladnik styczności, kontakt maksymalny
i rozdmuchania.

Niech π : M̃ → M b ↪edzie rozdmuchaniem powierzchni M w punkcie 0 ∈ M i
niech E b ↪edzie dywizorem wyj ↪atkowym rozdmuchania. Każdemu kie lkowi krzy-
wej γ w punkcie 0 odpowiada przeciwobraz w laściwy γ̃: jest to skończony zbiór
kie lków γ̃1, . . . , γ̃t w punktach õ1, . . . , õt dywizora wyj ↪atkowego E. Liczba t kie lków
jest równa liczbie stycznych do kie lka γ. Przypomnijmy, że gdy γ jest kie lkiem
nierozk ladalnym, to γ ma dok ladnie jedn ↪a styczn ↪a. Przeciwobraz w laściwy ma
nast ↪epuj ↪ace w lasności:

(i) jeżeli (E, γ̃i) jest krotności ↪a przeci ↪ecia kie lków (E, õi) oraz γ̃i
to

∑t
i=1(E, γ̃i) = m(γ),

(ii) mõi(γ̃i) ≤ m0(γ) dla i = 1, . . . , t. Równość zachodzi dla pewnego wskaźnika
i ∈ {1, . . . , t} dok ladnie wtedy, gdy kie lek γ ma jedn ↪a styczn ↪a i jego prze-
ciwobraz w laściwy γ̃ przecina si ↪e transwersalnie z dywizorem wyj ↪atkowym
E.
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(iii) jeżeli γ jest nierozk ladalny to γ̃ również. Obrazy w laściwe sk ladowych nie-
rozk ladalnych kie lka γ s ↪a sk ladowymi kie lków γ̃. Każda sk ladowa γ̃ jest
obrazem w laściwym sk ladowej γ.

Przypomnijmy jeszcze

Twierdzenie Noethera. Jeżeli γ, δ s ↪a kie lkami w 0 ∈M to (γ, δ)0 = m(γ)m(δ)+
(γ̃, δ̃) gdzie (γ̃, δ̃) jest sum ↪a krotności przeci ↪ecia kie lków γ̃i i δ̃i rozci ↪agni ↪et ↪a na
punkty dywizora wyj ↪atkowego E odpowiadaj ↪ace wspólnym stycznym γ i δ.

Z twierdzenia Noethera otrzymujemy

Lemat 3.1 Jeżeli γ i δ s ↪a ga l ↪eziami w 0 ∈ M o wspólnej stycznej i m(γ) =
m(γ̃), m(δ) = m(δ̃) to d (γ, δ) = d (γ̃, δ̃) + 1

Możemy teraz udowodnić

Twierdzenie 3.2 (Hironaki). Niech π : M̃ →M b ↪edzie rozdmuchaniem w punk-
cie 0 ∈M powierzchni M i niech γ b ↪edzie kie lkiem krzywej o jednej stycznej w punk-
cie 0 ∈M . Wtedy

(i) d (γ) < 2 wtedy i tylko wtedy, gdy m(γ̃) < m(γ),

(ii) jeżeli d (γ) ≥ 2 to d (γ) = d (γ̃) + 1,

(iii) jeżeli d (γ) ≥ 2 i λ jest kie lkiem g ladkim, to d (γ, λ) = d (γ̃, λ̃) + 1.

Dowód.

(i) Najpierw rozważmy przypadek, gdy γ jest ga l ↪ezi ↪a osobliw ↪a o krotności m =
m(γ). Tak jak w dowodzie twierdzenia 2.1 istnieje uk lad wspó lrz ↪ednych x, y
oraz parametryzacja injektywna ga l ↪ezi γ postaci t → (tm, y(t)) gdzie y(t) =
ctn + . . . , c ̸= 0, m < n oraz n ̸= 0(modm). Jest d (γ) = n

m a wi ↪ec warunek
d (γ) < 2 zachodzi dok ladnie wtedy, gdy n−m < n. Z drugiej strony ga l ↪aź γ̃
ma w stosownej mapie parametryzacj ↪e t → (tm, ỹ(t)) gdzie ỹ(t) = y(t)/tm a
wi ↪ec m(γ̃) = min(m,n−m). Zatem m(γ̃) < m(γ) dok ladnie wtedy, gdy n−
m < m. Za lóżmy, że γ =

∪r
i=1 γi ma r > 1 ga l ↪ezi. Ponieważ m(γ) −m(γ̃) =∑r

i=1(m(γi) − m(γ̃i)) oraz (na mocy rozważanego już przypadku) m(γ̃i) <
m(γi) dok ladnie wtedy, gdy d (γi) < 2 wystarczy udowodnić, że nierówność
d (γ) < 2 ma miejsce, gdy d (γi) < 2 dla pewnego i ∈ {1, . . . , r}. Za lóżmy,
że d (γ) < 2. Jeżeli d (γ) = d (γi0) pewnego i0 ∈ {1, . . . , r} to oczywíscie
d (γi0) < 2. Przypuśćmy, że d (γ) ̸= d (γi) dla i = 1, . . . , r. Wówczas d (γ) =
d (γi0 , γj0) dla pewnych i0 ̸= j0, na mocy twierdzenia 2.2. Musi być d (γi0) <
2 lub d (γj0) < 2 bo w przeciwnym wypadku mielibyśmym(γi0) = m(γ̃i0) oraz
m(γj0) = m(γ̃j0) co implikuje na mocy twierdzenia Noethera d (γi0 , γj0) =
d (γ̃i0 , γ̃j0) + 1 a st ↪ad d (γ̃i0 , γ̃j0) < 1 bo d (γi0 , γj0) = d (γ) < 2. Sprzeczność,
bo rz ↪ad styczności dwóch ga l ↪ezi jest zawsze ≥ 1. Z drugiej strony, jeśli d (γi) <
2 dla pewnego i ∈ {1, . . . , r} to d (γ) ≤ inf{d (γi)}) < 2.
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(ii) Niech γ b ↪edzie ga l ↪ezi ↪a osobliw ↪a tak ↪a, d(γ) ≥ 2. Na mocy twierdzenia 2.1
istnieje ga l ↪aź g ladka λ taka, że d (γ) = d (γ, λ). Warunek d(γ) ≥ 2 implikuje
m(γ) = m(γ̃) a wi ↪ec na mocy lematu 3.1, d (γ, λ) = d (γ̃, λ̃) + 1. Ponieważ
λ ma kontakt maksymalny z γ wi ↪ec d (γ̃, λ̃) = d (λ̃) /∈ N a st ↪ad d (γ̃, λ̃) /∈ N
a wi ↪ec d (γ̃, λ̃) = d (γ̃). Skorzystalísmy tutaj z drugiej cz ↪eści twierdzenia 2.1.
Rozważmy teraz przypadek kie lka γ =

∪r
i=1 γi o r > 1 ga l ↪eziach. Ponieważ

d (γ) ≥ 2 zatem d (γi) ≥ 2 ponieważ d (γ) = inf{d (γi)}. Jest wi ↪ec m(γi) =
m(γ̃i) oraz d (γi) = d (γ̃i) + 1. Stosuj ↪ac lemat 3.1 otrzymujemy d (γi, γj) =
d (γ̃i, γ̃j) + 1. Dla zakończenia dowodu stosujemy formu l ↪e z twierdzenia 2.2.

(iii) Jeżeli d (γ) ≥ 2 to na mocy (i) jest m(γ̃) = m(γ) a wi ↪ec formu la d (γ, λ) =
d (γ̃, λ̃) + 1 wynika z lematu 3.1.

Wniosek 3.3 Niech γ b ↪edzie kie lkiem krzywej takim, że d (γ) ≥ 2. Jeżeli ga l ↪aź
g ladka λ ma kontakt maksymalny z kie lkiem γ to jej przeciwobraz w laściwy λ̃ ma
kontakt maksymalny z kie lkiem γ̃

Oznaczmy symbolem [t] cz ↪eść ca lkowit ↪a liczby rzeczywistej t.

Wniosek 3.4 Niech γ b ↪edzie kie lkiem krzywej w punkcie 0 powierzchni M . Wów-
czas [d (γ)] = liczba rozdmuchań niezb ↪ednych do zmniejszenia krotności m(γ).
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ON THE MAXIMAL CONTACT

Summary. We give a new proof of the stability of maximal contact. Our main
tool is an explicit formula for the contact exponent.

 Lódź, 5 – 9 stycznia 2004 r.


