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O KRYTERIUM NIEROZK�ADALNO�CI
ABHYANKARA

Arkadiusz Pªoski (Kielce)

Niech f(x; y) b¦dzie formalnym szeregiem pot¦gowym dwóch zmiennych owspóªczynnikach zespolonych. Aby rozstrzygn¡¢ czy f jest nierozkªadalny mo»napost¦powa¢ na dwa sposoby: wyznaczy¢ (stosuj¡c metod¦ diagramu Newtona) roz-wi¡zania Puiseux y1(x); : : : ; yn(x) równania f(x; y) = 0, a nast¦pnie sprawdzi¢ czytworz¡ one cykl, b¡d¹ te» stosuj¡c do krzywej f(x; y) = 0 stosown¡ liczb¦ roz-dmucha« sprawdzi¢, czy otrzymany obraz wªa±ciwy f̂ = f̂(x̂; ŷ) de�niuje krzyw¡nieosobliw¡. Obie metody wymagaj¡ rozwi¡zywania równa« stopnia > 1 (przy wy-znaczaniu wspóªczynników rozwini¦¢ Puiseux w pierwszej metodzie i równa« stycz-nych do kolejnych krzywych otrzymywanych w procesie rozdmucha« w drugiej).Czytelnik mo»e porówna¢ obie metody wykonuj¡c rachunki na przykªadzie za-proponowanym przez T. C. Kuo: f(x; y) = (y2 � x3)2 � x7, który w dyskusji zS. S. Abhyankarem postawiª problem znalezienia efektywnego kryterium nierozkªa-dalno±ci pozwalaj¡cego na rozstrzygni¦cie w sko«czonej liczbie kroków, czy danyszereg jest nierozkªadalny. Stosuj¡c teori¦ pierwiastków aproksymatywnych Abhy-ankar podaª takie kryterium w pracy [A1988] (por. prace [A1988], [A1990], gdziekryterium nierozkªadalno±ci przedstawione jest w przyst¦pnej formie).Celem tego opracowania jest podanie pewnej wersji kryterium Abhyankara udo-wodnionej ostatnio w pracy [GB-P2011]. Tam te» zainteresowany Czytelnik znaj-dzie pomini¦te dowody i do±¢ obszern¡ literatur¦ przedmiotu. W caªej pracy K jestalgebraicznie domkni¦tym ciaªem dowolnej charakterystyki.
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1 Preliminaria
Przypominamy tu kilka poj¦¢ potrzebnych w dalszych cz¦±ciach artykuªu.
1.1 Póªgrupy liczb naturalnych
Póªgrup¡ liczb naturalnych (dalej krótko póªgrup¡) nazywamy podzbiór G zbioruliczb naturalnych N zawieraj¡cy 0 i zamkni¦ty wzgl¦dem dodawania. Dla ka»degoci¡gu liczb naturalnych v0; : : : ; vh zbiór Nv0 + � � � + Nvh zªo»ony z liczb postacia0v0 + � � �+ ahvh, gdzie a0; : : : ; ah 2 N jest póªgrup¡.Niech G b¦dzie niezerow¡ póªgrup¡ i niech n 2 N, n > 0 b¦dzie ustalonymelementem G. Ci¡g v0; : : : ; vh elementów póªgrupy G nazywamy n-minimalnymci¡giem generatorów, gdy speªnione s¡ warunki:

� v0 = n,
�� Nv0+ � � �+Nvk�1 6= G i vk = min(Gn(Nv0+ � � �+Nvk�1)) dla k = 1; : : : ; h,

� � � Nv0 + � � �+ Nvh = G.
Lemat 1.1 Niech G b¦dzie niezerow¡ póªgrup¡ liczb naturalnych. Wtedy dla ka»-dego n 2 Gnf0g póªgrupa G ma n-minimalny ci¡g generatorów.
Dowód: Ustalmy n 2 Gnf0g. Je»eli G = Nn, to v0 = n jest n-minimalnymci¡giem generatorów. Je»eli G 6= Nn, to przyjmujemy v0 = n, v1 = min(GnNv0).Gdy G = Nv0 + Nv1, to (v0; v1) jest n-minimalnym ci¡giem generatorów.Gdy G 6= Nv0 + Nv1, to post¦powanie kontynuujemy przyjmuj¡cv2 = min(Gn(Nv0 + Nv1)). Po sko«czonej liczbie kroków otrzymamy n-minimalnyci¡g generatorów, gdy» kolejne wyrazy ci¡gu v0; v1; v2; : : : daj¡ ró»ne reszty przydzieleniu przez n. �

Gdy n = minGnf0g, to n-minimalny ci¡g generatorów nazywamy minimal-nym ci¡giem generatorów. W dalszym ci¡gu, gdy (v0; : : : ; vh) jest n-minimalnymci¡giem dla pewnego n 2 Gnf0g piszemy G = hv0; : : : ; vhi. Oczywi±cie gcdG =gcd (v0; : : : ; vh).
1.2 Rozwini¦cie g-adyczne i pierwiastki aproksymatywnewielomianówNiech A b¦dzie dziedzin¡ tzn. pier±cieniem przemiennym z jedynk¡ bez dzielnikówzera. Stopie« degY f wielomianu f 2 A[Y ] jednej zmiennej Y oznaczamy krótkodeg f . Przyjmujemy deg 0 = �1 ze zwykªymi konwencjami odno±nie symbolu �1.Do wielomianu pier±cienia A[Y ] stosuje si¦ dzielenie z reszt¡: je±li f; g 2 A[Y ] i gjest unitarny, tzn. postaci Y n + � � � (jednomiany stopnia < n), to istnieje jedynapara q; r 2 A[Y ] taka, »e f = qg+r i deg r < deg g. Stosuj¡c dzielenie wielomianówz reszt¡ sprawdzamy nast¦puj¡cy



61
Lemat 1.2 Niech g 2 A[Y ] b¦dzie wielomianem unitarnym dodatniego stopnia.Wtedy dla ka»dego f 2 A[Y ] istnieje jedyny ci¡g c0; : : : ; cl 2 A[Y ], (l  0) taki, »e
(i) f = c0gl + c1gl�1 + � � �+ cl,
(ii) c0 6= 0, deg ci < deg g dla i = 0; 1; : : : ; l.

Gdy stopie« g dzieli stopie« f i f jest unitarny, to l = deg f=deg g oraz c0 = 1.
Relacj¦ (i) nazywamy rozwini¦ciem g-adycznym wielomianu f . Rozwini¦cia ta-kie s¡ u»yteczne w badaniu pierwiastków aproksymatywnych wielomianów.

De�nicja 1.3 Niech f 2 A[Y ] b¦dzie wielomianem unitarnym stopnia n > 0i niech d > 1 b¦dzie dzielnikiem n odwracalnym w dziedzinie A. Pierwiastkiemaproksymatywnym stopnia d wielomianu f nazywamy wielomian unitarnyg 2 A[Y ] taki, »e deg(f � gd) < deg f � deg g.
Lemat 1.4 Przy oznaczeniach i zaªo»eniach de�nicji 1.3 wielomian f ma dokªad-nie jeden pierwiastek aproksymatywny stopnia d. Wielomian unitarny g jest pier-wiastkiem aproksymatywnym stopnia d wielomianu f wtedy i tylko wtedy, gdy roz-wini¦cie g-adyczne wielomianu f ma posta¢:

f = gl + c2gl�2 + � � �+ cl; gdzie l = n=d:
Dowód powy»szego lematu nale»¡cy do Abhyankara i Moha Czytelnik znajdziew [P1994].W dalszym ci¡gu pierwiastek aproksymatywny stopnia d wielomianu f ozna-czamy dpf . Przyjmujemy konwencj¦ 1pf = f .

1.3 Szeregi formalne dwóch zmiennych, krotno±¢ przeci¦ciaPier±cie« szeregów formalnych dwóch zmiennych K[[x; y]] o wspóªczynnikach w cieleK jest dziedzin¡ z jednoznacznym rozkªadem na czynniki nierozkªadalne. Gdyszereg f jest wielomianem wyró»nionym (wzgl¦dem zmiennej y), tzn. gdy f =yn + a1(x)yn�1 + � � � + an(x) 2 K[[x]][y] oraz a1(0) = : : : = an(0) = 0, to f jestnierozkªadalny w K[[x]][y] dokªadnie wtedy, gdy jest nierozkªadalny w K[[x; y]]. Dladowolnych f; g 2 K[[x; y]] symbol i0(f; g) oznacza krotno±¢ przeci¦cia szeregów f; g(krzywych f = 0, g = 0). Krotno±¢ przeci¦cia ma nast¦puj¡ce wªasno±ci:
(a) i0(f; g) = 0 gdy f(0) 6= 0 lub g(0) 6= 0,i0(f; g) = +1 gdy f; g maj¡ wspólny podzielnik h 2 K[[x; y]], h(0) = 0.
(b) i0(f; g1g2) = i0(f; g1) + i0(f; g2),
(c) je»eli f jest nierozkªadalny, to i0(f; g1 + g2)  inffi0(f; g1); i0(f; g2)g.Równo±¢ zachodzi, gdy i0(f; g1) 6= i0(f; g2).
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De�nicja krotno±ci i dowody powy»szych wªasno±ci podane s¡ w [P2007].
Niech f 2 K[[x; y]] b¦dzie nierozkªadalnym szeregiem pot¦gowym.De�niujemy G(f) = fi0(f; g) : g 2 K[[x; y]]; f nie dzieli gg:

Zbiór G(f) � N jest niezerow¡ póªgrup¡, minG(f)nf0g = ordf (=najmniejszaliczba naturalna m taka, »e w rozwini¦ciu f wyst¦puj¡ jednomiany stopnia m).Równo±¢ G(f) = N charakteryzuje szeregi f takie, »e ordf = 1. De�niuj¡ onekrzywe nieosobliwe.Stosuj¡c twierdzenie przygotowawcze Weierstrassa mo»emy zaªo»y¢, »ef = yn + a1(x)yn�1 + � � � + an(x) jest wielomianem wyró»nionym. Jestn = i0(f; x) 2 G(f). Na mocy Lematu 1.1 póªgrupa G(f) ma n-minimalny ukªadgeneratorów, który oznaczamy b0; : : : ; bn. B¦dziemy pisa¢ G(f) = hbo; : : : ; bni.Gdy n 6� 0 (mod charK), to ci¡g b0; : : : ; bn jest wyznaczony przez charakterystyk¦b0; : : : ; bn wielomianu wyró»nionego f (por. [P1994]). Nie rozwijamy tego tematu,bo poj¦ciem charakterystyki nie b¦dziemy si¦ posªugiwali.
2 Póªgrupa szeregu nierozkªadalnego
Póªgrupy odpowiadaj¡ce szeregom nierozkªadalnymmo»na scharakteryzowa¢ w ter-minach ich generatorów. Mamy nast¦puj¡ce
Twierdzenie 2.1 Niech f = yn + a1(x)yn�1+ � � �+ an(x) b¦dzie nierozkªadalnymwielomianem wyró»nionym o póªgrupie G(f) = hbo; : : : ; bhi i niech e0; : : : ; eh b¦dzieci¡giem dzielników liczby b0 = n okre±lonym nast¦puj¡co:

e0 = n; ek = gcd(bk; ek�1) dla k = 1; : : : ; h:
Wówczas speªnione s¡ warunki
(Z1) e0 > e1 > : : : > eh�1 > eh = 1,
(Z2) ci¡g ek�1bk (k = 1; : : : ; h) jest silnie rosn¡cy.

Warunki (Z1), (Z2) zwi¡zane s¡ z nazwiskiem O. Zariskiego. Dalej oznaczamynk = ek�1=ek dla k = 1; : : : ; h. Jest wi¦c nk > 1 oraz nkbk < bk+1. Dowódpowy»szego twierdzenia przy zaªo»eniu n 6� 0 (mod charK) podany jest w [P1994],w przypadku ogólnym w [GB-P2011].Prawdziwe jest równie» twierdzenie odwrotne:
Twierdzenie 2.2 Zaªó»my, »e ci¡g liczb naturalnych (b0; : : : ; bn), b0 = n speªniawarunki (Z1) i (Z2). Wówczas istnieje nierozkªadalny wielomian wyró»niony f =yn + a1(x)yn�1 + � � �+ an(x) stopnia n taki, »e G(f) = hb0; : : : ; bni.
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Dowód twierdzenia Czytelnik znajdzie w [GB-P2011], w przypadku, gdy n 6�0 (mod charK) tak»e w [P1994]. Tutaj podamy konstrukcj¦ wielomianu wyró»nio-nego f . Niech (b0; : : : ; bn) b¦dzie ci¡giem speªniaj¡cym warunki (Z1) i (Z1) (b0 = n).Wówczas dla ka»dego k 2 f1; : : : ; hg istnieje jedyny ci¡g ak0; ak1; : : : ; ak;k�1 liczbnaturalnych speªniaj¡cy warunki
� nkbk = ak0b0 + ak1b1 + � � �+ ak;k�1bk�1
� ak0 > 0, 0 ¬ aki < ni dla i = 1; : : : ; k � 1

Zde�niujemy teraz rekurencyjnie ci¡g wielomianów f0; f1; : : : ; fn przyjmuj¡c f0 =y,f1 = yn1 + xa10 = fn10 + xa10f2 = fn21 + xa20fa211...fn = fnnn�1 + xan0fan10 : : : fan;n�1n�2Twierdzenie 2.2 wynika z nast¦puj¡cego:
Twierdzenie 2.3 Dla ka»dego k 2 f0; 1; : : : ; hg fk jest wielomianem wyró»nionymnierozkªadalnym stopnia nek . Jest

G(fk) = � b0ek ; : : : ; bkek
� dla k = 0; 1; : : : ; h:

Dowód powy»szego twierdzenia podany jest w [GB-P2011].
Przykªad 2.4 (por. [AB2006])Rozwa»my ci¡g (b0; b1; b2; b3) = (8; 12; 50; 101). Tutaj jest (e0; e1; e2; e3) = (8; 4; 2; 1)i warunki (Z1) i (Z2) s¡ speªnione. Mamy (n1; n2; n3) = (2; 2; 2). �atwo obli-czamy, »e a10 = 3, (a20; a21) = (11; 1), (a30; a31; a32) = (19; 0; 1), a zatem f0 = y,f1 = y2 + x3, f2 = (y2 + x3)2 + x11y, f4 = ((y2 + x3)2 + x11y)2 + x19(y2 + x3).Na mocy Twierdzenia 2.3 s¡ to nierozkªadalne wielomiany wyró»nione, przy czymG(f0) = N, G(f1) = h2; 3i, G(f2) = h4; 6; 25i oraz G(f4) = h8; 12; 50; 101i.
3 Twierdzenie Abhyankara-Moha
Niech f = yn + a1(x)yn�1 + � � � + an(x) b¦dzie nierozkªadalnym wielomianemwyró»nionym o póªgrupie G(f) = hb0; : : : ; bni, b0 = n. W dalszym ci¡gu zakªadamy,»e n 6� 0 (modcharK). Niech e0 = n; e1; : : : ; en = 1 b¦dzie ci¡giem dzielnikówliczby n okre±lonym wzorem ek = gcd(bk; ek�1) dla k = 0; 1; : : : ; h. Jest wi¦c ek 6�0 (mod charK) i pierwiastki aproksymatywne ekpf , k = 0; 1; : : : ; h s¡ poprawnieokre±lone. Wielomian ekpf jest wielomianem wyró»nionym stopnia nek .
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Twierdzenie 3.1 (Abhyankara-Moha) Przy podanych wy»ej oznaczeniach i za-ªo»eniach:(AM1) i0(f; ek�1pf) = bk dla k = 0; 1; : : : ; h,(AM2) Wielomian wyró»niony ek�1pf jest nierozkªadalny o póªgrupieG( ek�1pf) = D b0ek�1 ; : : : ; bk�1ek�1E dla k = 0; 1; : : : ; h.

W interesuj¡cych nas zastosowaniach pierwsza cz¦±¢ twierdzenia odgrywa wa»n¡rol¦. Jej dowód mo»na przeczyta¢ w [P1994]. Peªny opis literatury przedmiotu po-dany jest [GB-P2011]. Zauwa»my jeszcze, »e pierwiastki aproksymatywne ek�1pfmo»na wyznaczy¢ efektywnie maj¡c dany wielomian f , podobnie krotno±ci prze-ci¦cia i0(f; ek�1pf). Dlatego formuªy (AM1) pozwalaj¡ efektywnie obliczy¢ ci¡gn-minimalny generatorów póªgrupy G(f) dla danego nierozkªadalnego f . Nast¦pu-j¡ce twierdzenie jest bezpo±rednim wnioskiem z Twierdzenia 3.1.
Twierdzenie 3.2 (Konieczny warunek nierozkªadalno±ci)Niech f = yn + a1(x)yn�1 + � � � + an(x) i niech b0; : : : ; bh oraz e0; : : : ; eh b¦d¡ci¡gami jednoznacznie okre±lonymi przez warunki

� b0 = e0 = n,
� bk = i0(f; ek�1pf), ek = gcd(ek�1; bk):
� e0 > e1 > : : : > eh = gcd(eh; ehpf).

Je»eli wielomian f jest nierozkªadalny, to ci¡gi (b0; : : : ; bh) oraz e0; : : : ; eh speªniaj¡warunki (Z1) i (Z2), tzn. eh = 1 oraz (ek�1bk, k = 1; : : : ; h) jest ci¡giem rosn¡cym.
Przykªad 3.3 (por. [A1988])Rozwa»my wielomian wyró»niony f(x; y) = (y2 � x3)2 + xpy� x7, gdzie p > 0 jestliczb¡ caªkowit¡. Zakªadamy, »e charK 6= 2. Mamy tutaj b0 = e0 = 4. Poniewa»f = y4 � 2x3y2 + xpy + x6 � x7, zatem 4pf = y. Jest b1 = i0(f; 4pf) = i0(f; y) = 6oraz e1 = gcd(e0; b1) = gcd(4; 6) = 2. Ze wzgl¦du na posta¢ rozwini¦cia (y2 � x3)-adycznego wielomianu f mamy e1pf = 2pf = y2 � x3, a wi¦c, jak pokazuje prostyrachunek b2 = i0(f; e1pf) = min(2p + 3; 14). Aby obliczy¢ e2 = gcd(e1; b2) rozró»-niamy dwa przypadki: p > 5, wówczas b2 = 14 i otrzymujemy e2 = gcd(2; 14) =2 = e1, a wi¦c ci¡g b0; b1; b2 nie speªnia warunku (Z1), st¡d f jest rozkªadalny;przypadek p ¬ 5 prowadzi do ci¡gu b0 = 4, b1 = 6 oraz b2 = 2p + 3, a wi¦c jestwtedy e0 = 4, e1 = 2 i e2 = 1. Warunek (Z1) jest w tym przypadku speªniony,ale dla p < 5, warunek (Z2) nie jest. Wnioskujemy st¡d, »e dla p < 5 szereg jestrównie» rozkªadalny. Podsumowuj¡c: stosuj¡c Twierdzenie 3.2 stwierdzamy, »e dladodatnich p 6= 5 szereg f = (y2 � x3)2 + xpy � x7 jest rozkªadalny w K[[x; y]](charK 6= 2).
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4 Kryterium nierozkªadalno±ci
Aby przedstawi¢ kryterium nierozkªadalno±ci Abhyankara w wersji podanejw [GB-P2011] potrzebujemy pewnego uogólnienia diagramu Newtona. Rozwa»mydwa wielomiany wyró»nione f; g 2 K[[x]][y] takie, »e liczba N = deg fdeg g jest caªkowitai niech

f = gN + a1gN�1 + � � �+ aN ; deg ai < deg g dla i = 1; : : : ; N
b¦dzie rozwini¦ciem g-adycznym wielomianu f (por. Lemat 1.2). Oznaczmya0 = 1 oraz I = fi 2 [0; N ] : i0(ai; g) 6= +1g. De�niujemy diagram Newtona�x;g(f) szeregu f wzgl¦dem pary (x; g) przyjmuj¡c

�x;g(f) = convex[i2I f(i0(ai; g); N � i) + R20g
Zbiór wypukªy�x;g(f) przecina o± pionow¡ w punkcie (0; N), natomiast o± poziom¡w punkcie (i0(f; g); 0) gdy i0(f; g) 6= +1.Gdy g = y, to �x;g(f) = �x;y(f) jest zwykªym diagramem Newtona we wspóª-rz¦dnych (x; y).Wygodne jest oznaczenie Teissiera: dla liczb caªkowitych k; l > 0 przyjmujemy� kl

� = convexf((k; 0) + R20) [ ((0; l) + R20)g:
Mo»emy teraz wypowiedzie¢
Twierdzenie 4.1 (Kryterium nierozkªadalno±ci Abhyankara)Niech f 2 K[[x]][y] b¦dzie wielomianem wyró»nionym stopnia n > 1. Zakªadamy, »en 6� 0 (mod charK). Wtedy f jest nierozkªadalny wtedy i tylko wtedy, gdy istniejeci¡g b0; : : : ; bh (b0 = n) speªniaj¡cy warunki (Z1) i (Z2) taki, »e
(A1) i0(f; ek�1pf) = bk

oraz
(A2) �x; ek�1pf � ekpf� = ( bk=ekek�1=ek

)

dla k = 1; : : : ; h:
Dowód powy»szego twierdzenia podany jest w pracy [GB-P2011].Oryginalne kryterium Abhyankara ró»ni si¦ sformuªowaniem warunku (A2)(por. [A1990], str. 181-185).Kryterium ma charakter efektywny: ci¡gi bk; ek s¡ wyznaczone przez warunki(A1). Sprawdzenie warunku warunku (A2), chocia» mozolne, daje si¦ przeprowadzi¢w sko«czonej liczbie kroków. Mo»emy teraz doko«czy¢ Przykªad 3.3.
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Przykªad 4.2 Gdy f(x; y) = (y2 � x3)2 + x5y � x7, to h = 2 i (b0; b1; b2) =(4; 6; 13), jak obliczyli±my w poprzednim przykªadzie. Poniewa» ci¡g (4; 6; 13) speª-nia warunki (Z1) i (Z2), nale»y wyznaczy¢ diagramy�x;y(y2�x3) oraz�x;y2�x3(f).
Jest �x;y(y2 � x3) = � 32

� = ( b1=e1e0=e1
) oraz �x;y2�x3(f) = � 132

� =( b2=e2e1=e2
). Zatem szereg f jest nierozkªadalny oraz G(f) = h4; 6; 13i.

Pozostawiamy Czytelnikowi wykonanie oblicze« w przykªadzie Kuo, o którymbyªa mowa na wst¦pie.
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ON ABHYANKAR'S IRREDUCIBILITY CRITERIONSummary We present a simpli�ed approach due to E. Garcia Barroso and theauthor to Abhyankar's irreducibility criterion for formal power series of two varia-bles with coe�cients in algebraically closed �eld.
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