
MATERIA LY NA XXXIV KONFERENCJ ,EZ GEOMETRII ANALITYCZNEJ I ALGEBRAICZNEJ
2013  L�od�z str. 27

FORMU LA DEDEKINDA
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Celem tego opracowania jest dow�od formu ly Dedekinda pozwalaj ,acej obliczy�ckonduktor pier�scienia lokalnego krzywej. W pi ,eknej ksi ,a_zce S. S. Abhyankara [1]Czytelnik znajdzie informacje historyczne i przyk lady zastosowa�n konduktora wteorii krzywych algebraicznych. Dla zrozumienia tego wyk ladu wystarczy zna-jomo�s�c podstawowych fakt�ow z teorii cia l i rozszerze�n ca lkowitych pier�scieni. Ma-teria l ten wyk ladany jest obecnie w podstawowych kursach algebry takich jakpodr ,ecznik S. Langa [2]. Formu la Dedekinda pojawia si ,e w klasycznej monogra�iO. Zariskiego i P. Samuela [4], w rozdziale po�swi ,econym dziedzinom Dedekinda.Przedstawiona tutaj wersja formu ly chocia_z oparta na rozumowaniach podanychw [4] jest nieco prostsza i nie wymaga znajomo�sci takich poj ,e�c jak dziedzina De-dekinda i di�erenta.Wszystkie rozwa_zane pier�scienie s ,a przemienne i maj ,a jedynk ,e. Pier�scienie bezdzielnik�ow zera nazywamy dziedzinami. Dziedzin ,a normaln ,a nazywamy dziedzin ,eca lkowicie domkni ,et ,a w swoim ciele u lamk�ow. Je_zeli A, B s ,a podzbiorami pewnegopier�scienia to symbolem A � B oznaczamy zbi�or wszystkich element�ow postaci abgdzie a 2 A i b 2 B.
1 �Slad
Niech L=K b ,edzie sko�nczonym rozszerzeniem cia l stopnia n. Dla ka_zdego elementul 2 L rozwa_zamy odwzorowanie K-liniowe Tl : L! L dane wzorem Tl(l0) = ll0 dla
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l0 2 L. �Sladem TrL=K rozszerzenia L=K nazywamy form ,e K-liniow ,a TrL=K : L!L zde�niowan ,a wzorem TrL=K(l) = �slad Tl. Przypomnijmy, _ze �sladem macierzykwadratowej nazywamy sum ,e element�ow macierzy le_z ,acych na g l�ownej przek ,atnej,�slad Tl = �slad macierzy Tl w ustalonej bazie przestrzeni L=K. De�nicja nie zale_zyod wyboru bazy.Rozszerzenie L=K nazywamy rozszerzeniem rozdzielczym, gdy TrL=K jest form ,aniezerow ,a. Gdy n 6� 0 (mod charK) (warunek ten jest spe lniony gdy charK = 0)to rozszerzenie L=K jest rozdzielcze bo TrL=K(1) = (L : K) = n.Dla danego wielomianu F (y) = yn + a1yn�1 + � � � + an 2 K[y] oznaczamyF0(y) = 1, F1(y) = y + a1, : : :, Fn�1(y) = yn�1 + a1yn�2 + � � � + an�1. Zachodzito_zsamo�s�c
(�) F (y)� F (z) = (y � z) n�1X

k=0 Fk(z)yn�1�k
w pier�scieniu K[y; z].W dalszym ci ,agu b ,edziemy korzysta�c z nast ,epuj ,acej wersji formu ly interpola-cyjnej Lagrange'a:
Twierdzenie 1.1 Niech L=K b ,edzie rozszerzeniem rozdzielczym stopnia n i niechl 2 L b ,edzie elementem pierwotnym tego rozszerzenia tzn. L = K(l). Je_zeli F (y) =yn + a1yn�1 + � � � + an 2 K[y] jest wielomianem minimalnym elementu l to dla

ka_zdego wielomianu G(y) 2 K[y] stopnia 6 n� 1 mamy:

G(y) = n�1X
k=0 TrL=K � G(l)F 0(l)Fk(l)� yn�1�k:

Przed podaniem dowodu twierdzenia przypomnijmy, _ze
1) je�sli rozszerzenie L=K jest rozdzielcze to ka_zdy wielomian nierozk ladalnyo wsp�o lczynnikach w ciele K ma pierwiastki pojedyncze w swoim ciele roz-k ladu. W szczeg�olno�sci F 0(l) 6= 0.
2) Je_zeli rozszerzenie L = K(l) jest rozdzielcze i l1; : : : ; ln s ,a pierwiastkamiwielomianu minimalnego elementu l (zatem li 6= lj dla i 6= j na mocy 1)) to

TrL=K �H(l)G(l)
� = nX

i=1
H(li)G(li)

dla wielomian�ow G(y), H(y) o ile G(li) 6= 0 dla i = 1; : : : ; n.
Mo_zemy teraz poda�c
Dow�od Twierdzenia 1.1.Niech l1 = l; l2; : : : ; ln b ,ed ,a pierwiastkami wielomianu F (y) w ciele rozk ladu�L � K. Na mocy uwagi 1) mamy F 0(li) 6= 0 dla i = 1; : : : ; n. Podstawiaj ,ac
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w to_zsamo�sci (*) pierwiastki li na miejsce zmiennej z otrzymujemy

F (y)y � li = n�1X
k=0 Fk(li)yn�1�k:

Formu la Lagrange'a G(y) = Pni=1 G(li)F 0(li) F (y)y�li przyjmuje posta�c
G(y) = nX

i=1
G(li)F 0(li)

n�1X
k=0 Fk(li)yn�1�k = n�1X

k=0
 nX

i=0
G(li)F 0(li)Fk(li)! yn�1�k =

= n�1X
k=0 TrL=K � G(l)F 0(l)Fk(l)� yn�1�k

na mocy uwagi 2). �

2 Konduktor
B ,edziemy rozwa_za�c par ,e dziedzin normalnych R, S spe lniaj ,acych warunki� S jest rozszerzeniem ca lkowitym R,� je�sli L jest cia lem u lamk�ow dziedziny S za�s K cia lem u lamk�ow dziedziny Rto rozszerzenie L=K jest rozdzielcze sko�nczonego stopnia n.Warunki powy_zsze mo_zna opisa�c nast ,epuj ,aco: S jest normalizacj ,a dziedziny Rw sko�nczonym rozdzielczym rozszerzeniu cia la u lamk�ow R.De�niujemy

compl(R;S) = fl 2 L : dla ka_zdego s 2 S �slad TrL=K(ls) 2 Rg:
Jest S � compl(R;S) bo �slady element�ow S le_z ,a w R. Ponadto compl(R;S) jestR-podmodu lem R-modu lu L. Oczywi�scie S � compl(R;S) � compl(R;S). Wpro-wadzone oznaczenie pochodzi od terminu angielskiego \complementary module".Niech P b ,edzie podpier�scieniem dziedziny S spe lniaj ,acym warunki� rozszerzenie S=P jest ca lkowite,� S i P maj ,a wsp�olne cia lo u lamk�ow L.Mo_zna te_z powiedzie�c, _ze S jest normalizacj ,a dziedziny P .De�niujemy

cond(P; S) = fl 2 L : l � S � Pg (konduktor P ):
Czytelnik sprawdzi, _ze� cond(P; S) � P jest idea lem pier�scienia P ,
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� cond(P; S) jest idea lem pier�scienia S,
� je_zeli podzbi�or I pier�scienia P jest idea lem pier�scienia S (a wi ,ec tak_ze pier�scie-nia P ), to I � cond(P; S).

Twierdzenie 2.1 (Formu la Dedekinda) Niech R b ,edzie dziedzin ,a normaln ,a
o ciele u lamk�ow K i niech S b ,edzie domkni ,eciem ca lkowitym R w sko�nczonym roz-

szerzeniu rozdzielczym L cia la K. Niech l b ,edzie elementem S takim, _ze L = K(l)
i niech F (y) = yn + a1yn�1 + � � � + an 2 K[y] b ,edzie wielomianem minimalnym

elementu l. W�owczas

cond(R[l]; S) = F 0(l) � compl(R;S):
Przed podaniem dowodu powy_zszego twierdzenia zauwa_zmy, _ze rozszerzenie S=Rspe lnia warunki wymienione na pocz ,atku tego paragrafu. Pier�scie�n P = R[l] jestpodpier�scieniem dziedziny S o ciele u lamk�ow L. Poniewa_z rozszerzenie S=R[l] jestca lkowite (l 2 S!) konduktor cond(R[l]; S) jest poprawnie okre�slony. Wielomianminimalny F (y) ma wsp�o lczynniki w dziedzinie R.
Dow�od Twierdzenia 2.1.Ustalmy ~l 2 compl(R;S) i zastosujmy formu l ,e Lagrange'a (Twierdzenie 1.1) dowielomianu ~lF 0(y):

~lF 0(y) = n�1X
k=0 TrL=K(~lFk(l))yn�k�1:

Wsp�o lczynniki wielomian�ow Fk(y) le_z ,a w dziedzinie R. St ,ad Fk(l) 2 R[l] � Sa poniewa_z ~l 2 compl(R;S) mamy TrL=K(~lFk(l)) 2 R. Jest zatem ~lF 0(l) 2 R[l]a ze wzgl ,edu na dowolno�s�c w wyborze ~l 2 compl(R;S): F 0(l) � compl(R;S) �R[l]. Poniewa_z, jak  latwo sprawdzi�c, F 0(l)compl(R;S) jest idea lem dziedziny Sotrzymujemy F 0(l) � compl(R;S) � cond(R[l]; S).Aby sprawdzi�c inkluzj ,e w przeciwnym kierunku zauwa_zmy, _ze TrL=K � sF 0(l)� 2R je_zeli s 2 R[l]. Rzeczywi�scie, je_zeli s 2 R[l] to s = G(l) dla pewnego wielomianuG(y) stopnia 6 n � 1 i mamy TrL=K � sF 0(l)� = TrL=K � G(l)F 0(l)� = (wsp�o lczynnikG(y) przy pot ,edze yn�1) 2 R.Ustalmy s1 2 cond(R[l]; S). W�owczas dla ka_zdego s 2 S mamy s1s 2 R[l] bos1 � S � cond(R[l]; S) a wi ,ec TrL=K � s1sF 0(l)� 2 R na mocy wy_zej uczynionej uwagi.Poniewa_z s 2 S jest dowolne wi ,ec s1F 0(l) 2 compl(R;S) tzn. s1 2 F 0(l) �compl(R;S).To dowodzi, _ze cond(R[l]; S) � F 0(l) � compl(R;S). �

Wniosek 2.2 Przy za lo_zeniach twierdzenia 2.1: cond(R[l]; S) 6= (0).
Dow�od. Jest F 0(l) 2 cond(R[l]; S) oraz F 0(l) 6= 0 bo rozszerzenie L=K jestrozdzielcze. �
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Wniosek 2.3 Za l�o_zmy, _ze istnieje l0 2 S takie, _ze S = R[l0] i niech F0(y) 2 R[y]
b ,edzie wielomianem minimalnym l0 wzgl ,edem rozszerzenia L=K. Wtedy

compl(R;S) = 1F 00(l0)S:
Dow�od. Stosujemy formu l ,e Dedekinda do l0: cond(R[l0]; S) = F 00(l0) � compl(R;S).Wystarczy zauwa_zy�c, _ze cond(R[l0]; S) = cond(S; S) = S. �

3 Zastosowanie
Podamy teraz zastosowanie do lokalnej teorii krzywych algebraicznych (por. [3]gdzie podane s ,a podstawowe de�nicje i twierdzenia). Niech f = f(x; y) 2 K[[x; y]]b ,edzie szeregiem formalnym nierozk ladalnym o wsp�o lczynnikach w ciele algebraicz-nie domkni ,etym K. Pier�scie�n O = K[[x; y]]=(f) nazywamy pier�scieniem lokalnymga l ,ezi f = 0. Oznaczmy �O domkni ,ecie ca lkowite dziedziny O w jej ciele u lamk�owM. Ga l ,a�z f = 0 wyznacza waluacj ,e vf : M! Z [ f1g cia la M (por. [3], Uwaga3.2).Rozwa_zmy konduktor C = cond(O; �O) pier�scienia lokalnego O ga l ,ezi f = 0i oznaczmy c = dimK

�O=C (stopie�n konduktora). Udowodnimy nast ,epuj ,aceTwierdzenie 3.1 Zak ladamy, _ze liczba n := vf (x) 6= +1 nie jest podzielna przezcharK. Wtedy vf �@f@y
� = c+ n� 1:

Dow�od. Jest ord f(0; y) = vf (x) = n 6= +1. Stosuj ,ac twierdzenie przygotowawczeWeierstrassa stwierdzamy, _ze mo_zna ograniczy�c si ,e do przypadku, gdy f = yn +a1(x)yn�1+� � �+an(x) 2 K[[x]][y] jest wielomianem wyr�o_znionym. Poniewa_z n 6� 0(mod charK) zatem na mocy twierdzenia Puiseux (por. [3], Wniosek 2.4) istniejeparametryzacja wierna ga l ,ezi f = 0 postaci (tn;  (t)). Mamy O = K[[tn;  (t)]],�O = K[[t]], M = K((t)). Czytelnik sprawdzi, _ze� K[[t]] = K[[tn]]+tK[[tn]]+� � �+tn�1
K[[tn]], K[[t]] jestK[[tn]]-modu lem wolnymrangi n,

� K((t)) = K((tn))(t); rozszerzenie K((t))=K((tn)) jest rozdzielcze bo (K((t)) :
K((tn))) = n nie dzieli si ,e przez charakterystyk ,e charK((tn)) = charK. Wie-lomianem minimalnym elementu t jest wielomian f0(tn; y) = yn � tn, gdzief0(x; y) = yn � x.

� Szereg  (t) jest elementem prymitywnym rozszerzenia K((t))=K((tn)). Jegowielomianem minimalnym jest wielomian f(tn; y) 2 K[[tn]][y].Do pary pier�scieni R = K[[tn]], S = K[[t]] i elementu prymitywnego  (t)rozszerzenia K((t))=K((tn)) stosuje si ,e Twierdzenie 2.1. Waluacja vf okre�slona
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jest wzorem vf (g(tn;  (t))) = ord g(tn;  (t)). Konduktor C jest idea lem nie-zerowym pier�scienia K[[t]] (Wniosek 2.2) a wi ,ec C = (tc)K[[t]] dla pewnegoc, c = dimK

K[[t]]=C . Do rozszerzenia K[[t]]=K[[tn]] stosuje si ,e r�ownie_z Wnio-sek 2.3 (przyj ,a�c l0 = t), kt�ory pozwala obliczy�c modu l komplementarnycompl(K[[tn]];K[[t]]) = 1tn�1K[[t]]. Z formu ly Dedekinda wynika, _ze C =cond(O; �O) = cond(K[[t]][ (t)];K[[t]]) = @f@y (tn;  (t)) � � 1tn�1K[[t]]� a st ,ad c =ord @f@y (tn;  (t))� (n� 1) = vf �@f@y�� n+ 1 co dowodzi twierdzenia. �
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THE DEDEKIND FORMULA
Summary. Let R be a normal integral domain with �eld of fractions K and letL = K(l) be a �nite separable algebraic extension of K where l is integral overR. Let S be the integral closure of R in L and let f(y) be the unitary minimalpolynomial of l over K. We prove the following version of the Dedekind formulafor the conductor cond(R[l]; S) = f~l 2 L : ~l � S � R[l]g:

cond(R[l]; S) = @f@y (l) � compl(R;S);
where compl(R;S) = f~l 2 L : 8s 2 S TrL=K(~ls) 2 Rg is the complementarymodule of the extension S=R. Then we give an application to plane algebroidbranches.

 L�od�z, 7 { 11 stycznia 2013 r.


