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Wst ιep

B ιedziemy rozważali kie lki krzywych analitycznych γ, δ, . . . w ustalonym punkcie 0
danej powierzchni zespolonej tzn. spójnej rozmaitości holomorficznej zespolonej
wymiaru 2. Stosujemy oznaczenia z artyku lu [P]; w szczególności symbol (γ, δ)0
oznacza krotność przeci ιecia kie lków γ i δ a symbol m(γ) krotność kie lka γ. Kie lki
nierozk ladalne nazywamy również ga l ιeziami. Gdy m(γ) = 1, to kie lek nazywamy
g ladkim. Dla każdej ga l ιezi γ rozważamy jej pó lgrup ιe Σ(γ) generowan ιa w N przez
liczby (γ, γ′)0, gdzie γ′ przebiega kie lki krzywych niezawieraj ιacych γ. Ga l ιezie γ
i δ s ιa ekwisingularne, gdy Σ(γ) = Σ(δ). Dwa dowolne kie lki γ i δ s ιa ekwisin-
gularne, gdy istnieje taka bijekcja zbiorów ga l ιezi tych kie lków, że odpowiadaj ιace
sobie ga l ιezie s ιa ekwisingularne oraz krotności przeci ιecia odpowiadaj ιacych ga l ιezi s ιa
jednakowe. Funkcj ιe sta l ιa na kie lkach ekwisingularnych nazywamy niezmiennikiem
(ekwisingularności). Krotność m(γ), liczba stycznych t(γ), wyk ladnik styczności
d(γ) (por. [P]), liczba Milnora kie lka γ s ιa niezmiennikami.

Gdy (x, y) jest map ιa scentrowan ιa w punkcie 0 tzn. tak ιa, że x(0) = y(0) = 0,
to dla każdego kie lka γ można rozważać diagram Newtona ∆x,y(γ). Diagram ten
zależy od mapy (x, y); daje on pewn ιa informacj ιe o po lożeniu kie lka γ w stosunku
do pary transwersalnych krzywych g ladkich {x = 0} i {y = 0} a także o samej
krzywej. Zbiór N (γ) wszystkich diagramów Newtona jest niezmiennikiem anali-
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tycznym kie lka γ. Powstaje naturalne pytanie: czy jest on niezmiennikiem ek-
wisingularności? Mutsuo Oka w pracy [O] udowodni l interesuj ιace twierdzenie “o
stabilności diagramu Newtona”. Aby je zacytować, oznaczmy ∆x,y(γ)′ = ∆x,y(γ)∩
([1,+∞) × [1,+∞)). Jest to cz ιeść diagramu Newtona ∆x,y(γ) leż ιaca w kwadran-
cie o wierzcho lku (1, 1). Twierdzenie Oki ([O], Theorem 5.1) można wypowiedzieć
nast ιepuj ιaco: zbiór {∆x,y(γ)′ : (x, y) przebiega mapy scentrowane w 0}, jest nie-
zmiennikiem γ tzn. zależy wy l ιacznie od klasy ekwisingularności γ. Dowód Oki
ma charakter dość techniczny; g lównym środkiem jest twierdzenie o rozwi ιazywaniu
osobliwości kie lka γ przy pomocy kolejnych rozdmuchiwań. Celem tej pracy jest po-
danie wzmocnienia twierdzenia Oki. Ważn ιa rol ιe odgrywa poj ιecie N -równoważności
kie lków omówine w Rozdziale 1 tej pracy. Jest to rodzaj “s labej równoważności”:
dwa kie lki ekwisingularne s ιa N -równoważne. Dwie ga l ιezie s ιa N -równoważne, gdy
maj ιa t ιe sam ιa krotność i ten sam wyk ladnik styczności, a wi ιec “na ogó l” nie s ιa
ekwisingularne. Wspomniane wzmocnienie twierdzenia Oki można sformu lować
nast ιepuj ιaco: zbiór N (γ) wszystkich diagramów Newtona ∆x,y(γ) jest niezmien-
nikiem N -równoważności. Okazuje si ιe wi ιec, że w oryginalnym twierdzeniu Oki
można rozważać pe lne diagramy ∆x,y(γ) zamiast ich cz ιeści ∆x,y(γ)′. Dowód
twierdzenia o stabilności we wzmocnionej formie opiera si ιe na teorii kontaktu
maksymalnego rozwini ιetej w Rozdziale 2 tego artyku lu. W Rozdziale 3 przy-
pominamy podstawowe w lasności diagramów Newtona i podajemy dowód twier-
dzenia. Zainteresowany czytelnik znajdzie rozwini ιecie przedstawionego tematu w
pracy [GB-L-P].

1 Twierdzenie o stabilności

Jak powiedzielísmy we wst ιepie rozważamy kie lki γ, δ, . . . krzywych analitycznych
w ustalonym punkcie 0 danej powierzchni zespolonej M . Rz ιad styczności d(γ, δ)
definiujemy wzorem d(γ, δ) = (γ, δ)0/(m(γ)m(δ)). Ma on nast ιepuj ιace w lasniości:

(d1) d(γ, δ) = +∞ dok ladnie wtedy, gdy γ = δ,

(d2) d(γ, δ) = d(δ, γ),

(d3) Dla dowolnych ga l ιezi γ, δ, ξ: d(γ, δ) ≥ min {d(γ, ξ), d(ξ, δ)}.

Z warunku (d3) wynika, że jeżeli d(γ, ξ) ̸= d(ξ, δ), to d(γ, δ) = min {d(γ, ξ), d(ξ, δ)}.
Inne równoważne sformu lowanie (d3) jest nast ιepuj ιace: w ci ιagu d(γ, ξ), d(ξ, δ),
d(δ, γ) dwa wyrazy s ιa równe, a trzeci nie jest mniejszy od pozosta lych.

Dla dowolnych kie lków γ i δ o sk ladowych (γi) oraz (δj) definiujemy d(γ, δ) =
inf{d(γi, δj)}. W lasności (d2) oraz (d3) zachodz ιa również w tym przypadku.

Dla każdego kie lka γ definiujemy wyk ladnik styczności

d(γ) = sup {d(γ, λ) : λ jest kie lkiem g ladkim} .

Gdy γ jest kie lkiem g ladkim, to d(γ) = +∞. Gdy γ jest kie lkiem osobliwym, to
d(γ) jest liczb ιa wymiern ιa i kres w definicji wyk ladnika styczności jest osi ιagni ιety
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([P], Twierdzenia 2.1 i 2.2). Mówimy, że kie lek g ladki λ ma kontakt maksymalny z
kie lkiem γ, gdy d(γ, λ) = d(γ). Mamy:

(d4) jeżeli γ jest ga l ιezi ιa, zaś λ kie lkiem g ladkim, to d(λ, γ) < d(γ) dok ladnie
wtedy, gdy d(λ, γ) ∈ N.

Dowód (d4) podany jest w [P] (Twierdzenie 2.1). Podan ιa niżej w lasność udowod-
nimy w Rozdziale 3.

(d5) Jeżeli ga l ιezie γ, δ maj ιa wspóln ιa ga l ιaź maksymalnego kontaktu, to d(γ, δ) ≥
inf{d(γ), d(δ)}, przy czym dla d(γ) ̸= d(δ) zachodzi równość. W przeciwnym
wypadku d(γ, δ) < inf{d(γ), d(δ)} i d(γ, δ) ∈ N.

Dla dowolnych kie lków γ i δ definiujemy zredukowany rz ιad styczności d′(γ, δ) =
inf{d(γ), d(γ, δ), d(δ)}. Stosuj ιac w lasność (d4) sprawdzamy, że jeżeli γ, δ s ιa ga l ιe-
ziami, to inf{d(γ), d(γ, δ)} = inf{d(γ, δ), d(δ)} = d′(γ, δ). W szczególności, gdy
jedna z ga l ιezi γ, δ jest g ladka, to d′(γ, δ) = d(γ, δ). W zbiorze ga l ιezi funkcja d′ ma
nast ιepuj ιace w lasności:

(d′
1) d′(γ, δ) = +∞ dok ladnie wtedy, gdy γ = δ jest ga l ιezi ιa g ladk ιa,

(d′
2) d′(γ, δ) = d′(δ, γ),

(d′
3) dla dowolnych ga l ιezi γ, δ, ξ: d′(γ, δ) ≥ min {d′(γ, ξ), d′(ξ, δ)}.

Definicja 1.1 Kie lek γ nazywamy N -kie lkiem (kie lkiem Newtona), gdy funkcja
(α, β) 7→ d′(α, β) jest sta la na ga l ιeziach tego kie lka.

Oczywíscie każda ga l ιaź jest N -kie lkiem.
Rozważmy teraz relacj ιe ∼ na zbiorze wszystkich ga l ιezi zdefiniowan ιa nast ιepu-

j ιaco: α ∼ β wtedy, gdy d′(α, β) = d(α) = d(β).  Latwo sprawdzić, że ∼ jest relacj ιa
równoważności. Jeżeli γ jest N -kie lkiem, to α ∼ β dla dowolnych ga l ιezi α, β kie lka
γ.

Lemat 1.2 Dla każdego kie lka γ istnieje skończona rodzina N -kie lków (γi : i =
1, . . . , s) taka, że

(i) γ =

s∪
i=1

γi ,

(ii) gdy i ̸= j, to kie lki γi, γj nie maj ιa wspólnej ga l ιezi,

(iii) jeżeli γ̃ jest N -kie lkiem oraz γ̃ ⊂ γ, to istnieje jedyne i ∈ [1, s], że γ̃ ⊂ γi.

Dowód. W zbiorze wszystkich ga l ιezi kie lka γ relacja ∼ definiuje relacj ιe równowa-
żności, która określa podzia l w zbiorze ga l ιezi kie lka γ. Kie lki γi definiujemy jako
sumy teoriomnogościowe ga l ιezi leż ιacych w tym samym zbiorze podzia lu.

Rodzin ιe N -kie lków (γi) spe lniaj ιac ιa watunki (i) oraz (ii) Lematu 1.2 nazywamy
rozk ladem kie lka γ na N -kie lki . Tak wi ιec przedstawienie kie lka γ jako sumy ga l ιezi
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jest takim rozk ladem. Rozk lad na N -kie lki nazywamy minimalnym, gdy spe lniony
jest również warunek (iii). Rozk lad na N -kie lki jest z dok ladności ιa do numeracji
wyznaczony jednoznacznie przez kie lek γ.

Definicja 1.3 Kie lki γ i δ o rozk ladach minimalnych na N -kie lki (γi) oraz (δi)
nazywamy N -równoważnymi, gdy maj ιa tak ιa sam ιa liczb ιe kie lków i po ewentualnej
zmianie numeracji zachodz ιa warunki

(i) m(γi) = m(δi) dla wszystkich wskaźników i,

(ii) d′(γi, γj) = d′(δi, δj) dla dowolnych i, j.

K lad ιac i = j w drugim wzorze stwierdzamy, że jest d(γi) = d(δi).  Latwo zauważyć,
że

(a) jeżeli kie lki γ, δ s ιa ekwisingularne, to s ιa N -równoważne,

(b) jeżeli kie lki γ, δ maj ιa g ladkie ga l ιezie i s ιa N -równoważne, to s ιa ekwisingularne.

Zauważmy, że jeśli γ i δ s ιa N -równoważne, to m(γ) = m(δ) oraz d(γ) = d(δ) (druga
relacja wynika z Twierdzenia 2.2 artyku lu [P]). Oczywíscie liczba ga l ιezi r(γ) nie
jest niezmiennikiem N -równoważności.

Wprowadzone poj ιecia s ιa użyteczne w studiowaniu zwi ιazków mi ιedzy dziagra-
mami Newtona ∆x,y(γ) i w lasnościami geometrycznymi kie lka γ. Przypomnijmy, że
diagram Newtona jest elementarny, gdy jego brzeg sk lada si ιe z jednego zwartego
odcinka nieredukuj ιacego si ιe do punktu i dwóch pó lprostych leż ιacych na osiach
uk ladu.

Twierdzenie 1.4 Niech γ b ιedzie kie lkiem osobliwym. Wtedy γ jest N -kie lkiem
wtedy i tylko wtedy, gdy każdy diagram ∆x,y(γ) jest elementarny.

Dowód powyższego twierdzenia podajemy w Rozdziale 3 tego artyku lu. Teraz
sformu lujemy podstawowy rezultat o stabilności diagramu Newtona.

Twierdzenie 1.5 Niech γ, δ b ιed ιa kie lkami N -równoważnymi. Wtedy dla każdej
mapy (x, y) istnieje mapa (z, w) taka, że ∆x,y(γ) = ∆z,w(δ).

Oznaczmy N (γ) = {∆ : ∆ = ∆x,y(γ) w pewnej mapie (x, y)}. Na mocy Twier-
dzenia 1.4 zbiór N (γ) jest niezmiennikiem N -równoważności. W pracy [GB-L-P]
podany jest przyk lad kie lków γ, δ takich, że N (γ) = N (δ), ale γ, δ nie s ιa N -
równoważne. Twierdzenie 1.5 może s lużyć do konstrukcji niezmienników N -równo-
ważności. Ustalmy diagram ∆x,y(γ) i niech (0, b) oraz (a, 0) b ιed ιa punktami prze-
ci ιecia prostych b ιed ιacych przed lużeniami krańcowych odcinków brzegu ∆x,y(γ) z
osiami wspó lrz ιednych.

Definiujemy liczb ιe Newtona ν(∆x,y(γ)) = 2 pole((R+)2 \ ∆x,y(γ)) − a− b + 1.
Dobrze znane twierdzenie Kouchnirenki [K] orzeka, że liczba Milnora kie lka γ jest
wi ιeksza lub równa ν(∆x,y(γ)) dla dowolnego uk ladu (x, y). Równość (wy l ιacznie w
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przypadku dwuwymiarowym) charakteryzuje niedegeneracj ιe kie lka w mapie (x, y).
Definiujemy za prac ιa [O] liczb ιe Newtona ν(γ) kie lka γ przyjmuj ιac

ν(γ) = sup {ν(∆x,y(γ)) : (x, y) mapa scentrowana w 0} .

Stosuj ιac Twierdzenie 1.5 sprawdzamy  latwo

Twierdzenie 1.6 Liczba Newtona ν(γ) jest niezmiennikiem N -równoważności.

Gdy γ jest N -kie lkiem osobliwym, to jak można obliczyć

ν(γ) = (m(γ)d(γ) − 1)(m(γ) − 1) .

Można udowodnić podobnego typu formu l ιe w przypadku dowolnego kie lka. Zain-
teresowanego Czytelnika odsy lamy do artyku lu [GB-L-P].

2 Kie lki Newtona

Rozpoczniemy od pewnych w lasności ga l ιezi.

Lemat 2.1 Niech γ, δ b ιed ιa ga l ιeziami. Jeżeli istnieje ga l ιaź g ladka λ taka, że
d(γ, λ) = d(γ) oraz d(δ, λ) = d(δ), to d(γ, δ) ≥ inf{d(γ), d(δ)}, przy czym dla
d(γ) ̸= d(δ) zachodzi równość. Jeżeli taka ga l ιaź nie istnieje i λ, µ s ιa g ladkimi
ga l ιeziami takimi, że d(γ, λ) = d(γ) oraz d(δ, µ) = d(δ), to d(δ, γ) = d(λ, δ) =
d(γ, µ) = d(λ, µ).

Dowód. Pierwsza cz ιeść lematu wynika z w lasności (d3). Za lóżmy, że γ i δ nie maj ιa
wspólnej ga l ιezi maksymalnego kontaktu i przyjmijmy oznaczenia jak w lemacie.
Jest d(γ, µ) < d(γ) = d(γ, λ), a wi ιec d(γ, µ) = d(λ, µ). Podobnie nierówność
d(λ, δ) < d(δ) = d(δ, µ) implikuje d(λ, δ) = d(λ, µ).  L ιacz ιac otrzymane równości
dostajemy d(γ, µ) = d(λ, δ) = d(λ, µ). Za lóżmy teraz dla ustalenia uwagi, że
d(γ) ≤ d(δ). Zatem nierówność d(γ, µ) < d(γ) implikuje nierówność d(γ, µ) <
d(δ) = d(δ, µ), a st ιad d(γ, µ) = d(γ, δ), co dowodzi lematu.

Wniosek 2.2 Jeżeli ga l ιezie γ, δ nie maj ιa wspólnej ga l ιezi g ladkiej maksymalnego
kontaktu, to d(γ, δ) < inf{d(γ), d(δ)} oraz d(γ, δ) ∈ N.

Oczywíscie Lemat 2.1 i Wniosek 2.2 implikuj ιa w lasność (d5). Osobliwe N -kie lki
można scharakteryzować nast ιepuj ιaco:

Lemat 2.3 Niech γ b ιedzie osobliwym kie lkiem o ga l ιeziach γi. Wówczas γ jest N -
kie lkiem dok ladnie wtedy, gdy dla każdej ga l ιezi g ladkiej λ funkcja i 7→ d(γi, λ) jest
sta la.

Dowód. Za lóżmy, że dla każdej ga l ιezi g ladkiej λ funkcja i −→ d(γi, λ) jest sta la.
Niech λ1 b ιedzie ga l ιezi ιa g ladk ιa o maksymalym kontakcie z γ1. Funkcja i −→
d(γi, λ1) jest sta la a wi ιec d(γi, λ1) = d(γ1, λ1) = d(γ1) /∈ N a st ιad na mocy
w lasności (d4) d(γi, λ1) = d(γi). Podsumowuj ιac jest d(γi) = d(γ1) oraz d(γi, γj) ≥
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inf{d(γi), d(γj)} = d(γ1) dla wszystkich i, j. Zatem d′(γi, γj) = d(γ1) dla wszyst-
kich i, j a wi ιec γ jest N -kie lkiem.

Przypuśćmy teraz, że istnieje ga l ιaź g ladka λ dla której funkcja i −→ d(γi, λ)
nie jest sta la. Możemy za lożyć, ża d(γ1, λ) < d(γ2, λ) a st ιad d(γ1, γ2) = d(γ1, λ) <
d(γ2, λ) ≤ d(γ2) = d′(γ2, γ2) a wi ιec d′(γ1, γ2) < d′(γ2, γ2) co oznacza, ża γ nie jest
N -kie lkiem.

Uwaga 2.4 Jeżeli γ jest N -kie lkiem o sk ladowych (γi) to d′(γi, γj) = d(γ) dla
wszystkich i, j ([P], Twierdzenie 2.2). Dla każdej ga l ιezi g ladkiej λ jest d(λ, γi) =
d(λ, γ) dla wszystkich i. Nast ιepuj ιace warunki s ιa równoważne

(a) λ ma kontakt maksymalny z γ,

(b) λ ma kontakt maksymalny z jak ιaś ga l ιezi ιa γ,

(c) λ ma kontakt maksymalny z każd ιa ga l ιezi ιa γ.

Lemat 2.5 Jeżlei γ jest N -kie lkiem o sk ladowych (γi) zaś δ N -kie lkiem o sk lado-
wych (δj) to d′(γi, δj) = d′(γ, δ) dla wszystkich i, j.

Dowód. Za lóżmy najpierw, że γ i δ maj ιa wspóln ιa ga l ιaź g ladk ιa λ maksymal-
nego kontaktu. Wówczas γi oraz δj maj ιa wspóln ιa ga l ιaź maksymalnego kon-
taktu (również λ) oraz d′(γi, δj) = inf{d(γi), d(δj)} = inf(d(γ), d(δ)} = d′(γ, δ).
Jeżeli γ i δ nie maj ιa wspólnej ga l ιezi maksymalnego kontaktu i d(γ, λ) = d(γ),
d(δ, µ) = d(δ) dla pewnych g ladkich ga l ιexi λ, µ to d(γi, λ) = d(γi), d(δj , µ) = d(δj)
oraz d′(γi, δj) = d′(λ, µ) = d′(γ, δ).

Uwaga 2.6 Udowodnione wyżej w lasność ga l ιezi przenosz ιa si ιe na N -kie lki. W
szczególności

(a) W lasności (d3) i (d4) pozostaj ιa prawdziwe dla N -kie lków,

(b) Gdy γ, δ s ιa N -kie lkami to d′(γ, δ) = inf{d(γ), d(γ, δ)} = inf{d(γ, δ), d(δ)}.
W lasności (d′

1), (d′
2), (d′

3) s ιa prawdziwe dla N -kie lków.

Lemat 2.7 Jeżeli γ, δ s ιa N -kie lkami oraz ga l ιaź g ladka λ ma maksymalny kontakt
z γ a ga l ιaź g ladka µ ma maksymalny kontakt z δ to d′(γ, δ) ≤ (λ, µ)0.

Dowód. Jeżeli γ, δ nie maj ιa wspólnej ga l ιezi maksymalnego kontaktu to d′(γ, δ) =
d(λ, µ) = (λ, µ)0 bo Lemat 2.1 udowodniony dla ga l ιezi jest prawdziwy również dla
N -kie lków. Jeżlei γ, δ maj ιa wspóln ιa ga l ιaź maksymalnego kontaktu, powiedzmy ν,
to (λ, ν)0 = d(λ, ν) ≥ inf{d(λ, γ), d(ν, γ)} = d(γ) i podobnie (µ, ν)0 ≥ d(δ). Jest
wi ιec (λ, µ)0 = d(λ, µ) ≥ inf{(λ, ν)0, (µ, ν)0} ≥ inf{d(γ), d(δ)} = d′(γ, δ).

Mamy teraz udowodnić

Twierdzenie 2.8 Niech (γi : i = 1, . . . , s) b ιedzie rodzin ιa N -kie lków i niech k
b ιedzie liczb ιa ca lkowit ιa spe lniaj ιac ιa warunek 0 ≤ k ≤ inf{d′(γi, γj)}. Wtedy istnieje
kie lek g ladki λ taki, że d(γi, λ) = k dla i = 1, . . . , s.
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Dowód. Sprawdzenie twierdzenia dla przypadku, gdy (γi) jest rodzin ιa kie lków
g ladkich pozostawiamy Czytelnikowi. Rozważmy przypadek ogólny. Niech λi

b ιedzie ga l ιezi ιa g ladk ιa maj ιac ιa kontakt maksymalny z N -kie lkiem γi. Niech k
b ιedzie liczb ιa ca lkowit ιa, tak ιa jak w za lożeniu twierdzenia. Z Lematu 2.7 wynika, że
k ≤ inf{(λi, λj)0}, a wi ιec do rodziny (λi) i liczby k można zastosować twierdzenie.
Istnieje wi ιec kie lek g ladki λ taki, że (λi, λ)0 = k dla i = 1, . . . , s.

Rozważmy d(λi, γi) = d(γi), d(λ, γi) ≤ d(γi) oraz d(λi, λ) = (λi, λ)0 = k.
Mamy k ≤ d(γi) (na mocy za lożenia twierdzenia) oraz k ∈ N wi ιec k < d(γi).
Otrzymujemy zatem d(λ, γi) = inf{d(λi, γi), d(λi, λ)} = k dla i = 1, . . . , s co
należa lo dowieść.

Twierdzenie 2.9 Niech γ i δ b ιed ιa kie lkami. Zak ladamy, że istnieje rozk lad (γi)
kie lka γ na N -kie lki oraz rozk lad (δi) o tej samej liczbie s elemantów kie lka δ na
N -kie lki takie, że

d′(γi, γj) = d′(δi, δj) dla i, j = 1, . . . , s.

Wtedy dla każdego kie lka g ladkiego λ istnieje kie lek g ladki µ taki, że d(γi, λ) =
d(δi, µ) dla i = 1, . . . , s.

Dowód. Oznaczmy d∗ = sup {d(γi, λ) : i = 1, . . . , s}. Po ewnentualnej zmia-
nie numeracji kie lków możemy za lożyć, że d(γ1, λ) = . . . = d(γs∗ , λ) = d∗ oraz
d(γi, λ) < d∗ dla i > s∗ dla pewnego s∗ ∈ [1, s].

W lasność 1. Istnieje kie lek g ladki µ taki, że d(δ1, µ) = . . . = d(δs∗ , µ) = d∗.
Dowód. Rozważmy najpierw przypadek, gdy d∗ ∈ N. Stosuj ιac Twierdzenie 2.8
do rodziny N -kie lków (δi : i = 1, . . . , s∗) i liczby k = d∗ stwierdzamy, że istnieje
ga l ιaź g ladka µ taka, że d(δi, µ) = d∗ = d(γi, λ) dla i = 1, . . . , s∗. Niech teraz
d∗ /∈ N. Wtedy d(γi, λ) = d∗ /∈ N a wi ιec d(γi, λ) = d(γi) = d∗ dla i ∈ [1, s∗].
Rozważmy ga l ιaź g ladk ιa µ tak ιa, że d(δ1, µ) = d(δ1). Jest d(δ1) = d(γ1) bo z
za lożenia twierdzenia wynika, że d(γi) = d(γi) dla i = 1, . . . , s. Dla i ∈ [1, s∗] mamy
d(δi, µ) ≥ inf{d′(δi, δ1), d(δ1, µ)} = d′(δi, δ1) bo d(δ1, µ) = d(δ1) oraz d′(δi, δ1) ≤
d(δ1). Z drugiej strony d′(δi, δ1) = d′(γi, γ1) = inf{d(γ1), d(γ1, γi)} = d∗ ponieważ
d(γ1) = d∗ oraz d(γ1, γi) ≥ inf{d(γ1, λ), d(γi, λ)} = d∗. Podsumowuj ιac otrzymu-
jemy d(δi, µ) ≥ d∗ dla i ∈ [1, s∗]. Nierówność w przeciwnym kierunku jest niemal
oczywista: d(δi, µ) ≤ d(δi) = d(γi) = d∗. Zatem d(δi, µ) = d∗ dla i ∈ [1, s∗] co
dowodzi W lasności 1.

W lasność 2. Jeżeli d(γ1, λ) = . . . = d(γs∗ , λ) = d∗ oraz d(γi, λ) < d∗ dla i > s∗

oraz d(δ1, µ) = . . . = d(δs∗ , µ) = d∗ to d(γi, λ) = d(δi, µ) dla wszystkich i ∈ [1, s].

Dowód W lasności 2. Ustalmy i ∈ [1, s]. Możemy za lożyć, że i > s∗. Wtedy
d(γi, λ) = d′(γi, γ1). Rozważmy ci ιag d(δi, µ), d′(δi, δ1), d(δ1, µ). Mamy d′(δi, δ1) =
d′(γi, γ1) = d(γi, λ) < d∗. Jest d(δ1, µ) = d∗. Wobec tego d(δi, µ) = d′(δi, δ1) =
d′(γi, γ1) = d(γi, λ) dla i > s∗ co należa lo dowieść.

 L ιacz ιac W lasności 1 i 2 otrzymujemy dowód twierdznia.
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3 Diagramy Newtona

Przypominamy tutaj minimum niezb ιednych wiadomości o diagramach Newtona
(wi ιecej na ten temat Czytelnik może przeczytać w [BK] oraz [L]). Oznaczmy
R+ = {x ∈ R : x ≥ 0} i rozważmy kwadrant (R+)2. Dla dowolnych podzbiorów
A,B ⊂ (R+)2 rozważmy ich sum ιe arytmetyczn ιa A + B = {a + b : a ∈ A i b ∈
B}. Dla dowolnego zbioru E ⊂ N2 oznaczmy ∆(E) najmniejszy podzbiór wy-
puk ly (R+)2 zawieraj ιacy zbiór E + (R+)2. Podzbiór ∆ ⊂ (R+)2 nazywamy
diagramem Newtona gdy ∆ = ∆(E) dla pewnego E ⊂ N2. Diagramy New-
tona tworz ιa pó lgrup ιe wzgl ιedem sumy arytmetycznej, jej zerem jest (R+)2 =
∆(∅). Gdy E = {(a, 0), (0, b)} gdzie a, b ∈ N, a, b > 0 to diagram ∆(E) oz-
naczamy symbolem { a

b } (“u lamek Teissiera”) i nazywamy diagramem elemen-
tarnym. Liczb ιe

a
b nazywamy inklinacj ιa diagramu. Rozważamy też diagramy el-

ementarne “niew laściwe” { a∞} = (a, 0) + (R+)2 oraz {∞b } = (0, b) + (R+)2. Dia-
gramy elementarne ( l ιacznie z niew laściwymi) tworz ιa zbiór generatorów pó lgrupy
diagramów Newtona. Użyteczna jest

W lasność 3.1 Suma arytmetyczna diagramów elementarnych jest diagramem ele-
mentarnym wtedy i tylko wtedy, gdy inklinacje sk ladników sumy s ιa jednakowe.

Niech teraz γ b ιedzie kie lkiem krzywej analitycznej w punkcie 0 zespolonej powie-
rzchni M i niech (x, y) b ιedzie map ιa scentrowan ιa w 0. Równaniem lokalnym (zre-
dukowanym) kie la γ nazywamy zbieżny szereg pot ιegowy f =

∑
aijx

iyj ∈ C{x, y}
bez czynników wielokrotnych którego suma określona w otoczeniu 0 zeruje si ιe na
pewnym reprezentancie kie lka γ. Przyjmujemy ∆x,y(γ) = ∆(E) gdzie E = {(i, j) ∈
N2 : aij ̸= 0} jest nośnikiem szeregu f . Diagram ∆x,y(γ) nazywamy diagramem
Newtona kie lka γ w mapie (x, y). Podane niżej dwie w lasności s ιa dobrze znane
(ich dowody Czytelnik znajdzie w [BK]).

W lasność 3.2 Niech (γi : i = 1, . . . , s) b ιedzie rodzin ιa kie lków tak ιa, że kie lki γi, γj
nie maj ιa wspólnej ga l ιezi dla i ̸= j. Wtedy

∆x,y(

s∪
i=1

γi) =

s∑
i=1

∆x,y(γi)

W dalszym ci ιagu oznaczamy (γ, x)0 = (γ, {x = 0})0, (γ, y)0 = (γ, {y = 0})0 i
podobnie d(γ, x) = d(γ, {x = 0}), d(γ, y) = d(γ, {y = 0}).

W lasność 3.3 Jeżeli γ jest ga l ιezi ιa, to

∆x,y(γ) =

{
(γ, y)0
(γ, x)0

}
.

Możemy teraz dowieść Twierdzenia 1.4 o charakteryzacji N -kie lków.

Lemat 3.4 Jeżeli γ jest N -kie lkiem, to

∆x,y(γ) =

{
(γ, y)0
(γ, x)0

}
.
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Dowód. Niech (γi) b ιedzie rozk ladem γ na ga l ιezie. Z Lematu 2.3 wynika, że
d(γi, x) = d(γ, x) oraz d(γi, y) = d(γ, y) dla wszystkich wskaźników i. Stosuj ιac
W lasność 3.3 do ga l ιezi γi stwierdzamy, że ∆x,y(γi) jest diagramem elementarnym

o inklinacji d(γ,y)
d(γ,x) a zatem ∆x,y(γ) =

∑
i ∆x,y(γi) jest również elementarny na

mocy W lasności 3.1. “Licznik” i “mianownik” u lamka Teissiera ∆x,y(γ) s ιa równe∑
i(γi, y)0 = (γ, y)0 oraz

∑
i(γi, x)0 = (γ, x)0. To dowodzi lematu.

Lemat 3.5 Niech γ b ιedzie kia lkiem osobliwym. Jeżeli wszystkie diagramy ∆x,y(γ)
gdzie (x, y) przebiega mapy scentrowane w 0 s ιa elementarne, to γ jest N -kie lkiem.

Dowód. Niech (γi) b ιed ιa ga l ιeziami γ. Wobec Lematu 2.3 wystarczy sprawdzić, że
dla każdej ga l ιezi λ funkcja i 7→ d(γi, λ) jest sta la. Obierzmy map ιe (x, y) tak ιa,
że {x = 0} i γ s ιa transwersalne oraz λ = {y = 0}. Jest wi ιec ∆x,y(γi) ={
m(γi)d(γi, L)

m(γi)

}
oraz ∆x,y(γ) =

∑
i ∆x,y(γi) jest diagramem elementarnym na

mocy za lożenia lematu. Wynika st ιad, że inklinacje diagramów ∆x,y(γi), równe
d(γi, λ) s ιa jednakowe na mocy W lasność 3.1.

Dowód Twierdzenia 1.4. Twierdzenie wynika bezpośrednio z Lematów 3.4
oraz 3.5.

Podamy teraz dowód Twierdzenia 1.5. Niech γ, δ b ιed ιa kie lkami N -równoważnymi.
Istniej ιa zatem rozk lady γ =

∪s
i=1 γi, δ =

∪s
i=1 δi na N -kie lki γi oraz δi takie, że

(i) m(γi) = m(δi)

(ii) d′(γi, γj) = d′(δi, δj)

Ustalmy map ιe (x, y). Pomijaj ιac trywialny przypadek, gdy obie krzywe g ladkie
{x = 0} i {y = 0} s ιa transwersalne do γ możemy za lożyć, że γ i {y = 0} nie s ιa
transwersalne. Mamy

∆x,y(γ) =
s∑

i=1

{
(γi, y)0
(γi, x)0

}
=

{
m(γi)d(γi, y)

m(γi)d(γi, x)

}
(1)

na podstawie W lasności 3.2 i Lematu 3.4. Na mocy Twierdzenia 2.9 stwierdzamy,
że istniej ιa kie lki g ladkie {z = 0} oraz {w = 0} takie, że

d(γi, y)=d(δi, w)
d(γi, x)= d(δi, z)(2)

dla i = 1, . . . , s. Ponieważ γ oraz {y = 0} nie s ιa transwersalne zatem istnieje
wskaźnik i0 ∈ [1, s] taki, że d(γi0 , y) > 1. Jest wtedy d(γi0 , x) = 1 bo γi0 ma
jedn ιa styczn ιa zaś {x = 0} i {y = 0} s ιa transwersalne. Z relacji (2) wnosimy,
że d(δi0 , w) > 1 oraz d(δi0 , z) = 1. Stosuj ιac nierówność (d3) do kie lków {z = 0},
{w = 0} i δi0 stwierdzamy, że d(z, w) = 1 a wi ιec {z = 0}, {w = 0} s ιa transwersalne.
Mamy teraz

∆z,w(δ) =
s∑

i=1

{
(δi, w)0
(δi, z)0

}
=

{
m(δi)d(δi, w)

m(δi)d(δi, z)

}
(3)

i równość ∆x,y(γ) = ∆z,w(δ) wynika z (1) i (3).
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ON THE STABILITY OF THE NEWTON BOUNDARY

For any plane curve germ γ at a fixed point 0 of a complex smooth surface and
for any chart (x, y) centered at 0 we consider the Newton diagram ∆x,y(γ) ⊂ R2

+.
Let N (γ) be the set of Newton diagrams ∆x,y(γ) where (x, y) runs over all charts
(x, y). In the paper we prove that if γ and δ are equivalent then N (γ) = N (δ).
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