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INDEKS ODWZOROWANIA WIELOMIANOWEGO

R2 → R2 W NIESKOŃCZONOŚCI

M. S ιekalski (Kielce)

Wst ιep

Niech F = (F1, F2) b ιedzie odwzorowaniem wielomianowym p laszczyzny R2 w R2

o zerach izolowanych. Celem tego artyku lu jest obliczenie indeksu odwzorowania
F w j ιezyku parametryzacji krzywej {F1(x, y) = 0} w otoczeniu nieskończoności.
Wzór na indeks odwzorowania F w nieskończoności jest odpowiednikiem formu ly
na indeks lokalny F przedstawionej w pracy [2] Z. Duszaka.

Indeks odwzorowania wielomianowego w nieskończoności

Niech F = (F1, F2) : R2 → R2 b ιedzie odwzorowaniem wielomianowym takim,
że ♯F−1(0, 0) < ∞. Istnieje BR - kula o środku w (0, 0) i promieniu R taka, że
F (x, y) ̸= 0 w R2 \BR. Definiujemy odwzorowanie

SR ∋ (x, y) → FR(x, y) =
F (x, y)

∥F (x, y)∥
∈ S1

gdzie SR = ∂BR oraz S1 jest sfer ιa jednostkow ιa. Odwzorowanie FR jest od-
wzorowaniem różniczkowalnym zwartych, spójnych i orientowalnych rozmaitości.
Możemy zatem określić jego stopień. Definicj ιe stopnia odwzorowania i potrzebne
w lasności czytelnik może znaleźć w ksi ιażce Milnora [1].

Definicja. Indeksem odwzorowania F : R2 → R2 w nieskończoności nazywamy
stopień odwzorowania FR.

ind∞ F = degFR.
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Jeżeli F : R → R oraz zbior F−1(0) jest skończony, to przyjmujemy konwencj ιe

ind∞ F =


−1 gdy F (x) > 0 w otoczeniu −∞ i F (x) < 0 w otoczeniu + ∞,

+1 gdy F (x) < 0 w otoczeniu −∞ i F (x) > 0 w otoczeniu + ∞,

0 w przeciwnym przypadku.

Uwaga. Indeks w nieskończoności odwzorowania F : R2 → R2 nie zależy od R
tzn. jeśli R′ > R, to degFR = degFR′ .

Istotnie, niech

G(x, y) =

{
FR(x, y) dla (x, y) ∈ SR,
FR′(x, y) dla (x, y) ∈ SR′ .

Odwzorowanie G posiada g ladkie przed lużenie na BR′ \BR. Na mocy lematu 1, §5,
(patrz Milnor [1]) degG = 0. Ponieważ, sfera SR jest zorientowana ujemnie wi ιec
degFR′ − degFR = 0.

Indeks w nieskończoności możemy obliczyć korzystaj ιac z twierdzenia:

Twierdzenie 1.
ind∞ F =

∑
P∈F−1(0)

indP F,

gdzie indP F s ιa indeksami lokalnymi odwzorowania F w punktach P.

Dowód. Definicj ιe indeksu lokalnego w punkcie P odwzorowania F czytelnik może

znaleźć w pracy Z. Duszaka [2]. Przypomnimy jedynie, że indP F = deg
(

F (x,y)
∥F (x,y)∥ |S

)
,

gdzie S jest sfer ιa o środku w P i tak ιa, że F nie posiada miejsc zerowych wewn ιatrz S
z wyj ιatkiem co najwyżej P . Niech F−1(0) = {P1, . . . , Pk} i niechBP1 , . . . , BPk

b ιed ιa
roz l ιacznymi kulami o środkach odpowiednio w P1, . . . , Pk nie maj ιacymi punktów
wspólnych ze sfer ιa SR. Zorientujmy sfery SP1 = ∂BP1 , . . . ,SPk

= ∂BPk
oraz

SR jako brzeg obszaru D = BR \ (BP1
∪ · · · ∪BPk

). Odwzorowanie SP1
∪ · · · ∪

SPk
∪ SR ∋ (x, y) → G(x, y) = F (x,y)

∥F (x,y)∥ ∈ S1 posiada g ladkie przed lużenie na

D, zatem na podstawie lematu 1, §5, (patrz Milnor [1]) 0 = degG = degFR −∑k
i=1 deg

(
F (x,y)

∥F (x,y)∥ |SPi

)
= degFR −

∑k
i=1 indPi F.

Oznaczmy przez Ω otoczenie nieskończoności w R2 i niech ∆ = ∆ ∪ ∆+, gdzie
∆ oznacza otoczenie −∞ a ∆+ otoczenie +∞ na prostej R.

Lemat. Jeżeli f(x, y) ∈ R[x, y] i krzywa f(x, y) = 0 nie jest zwarta, to istnieje
otoczenie nieskończoności Ω, zbiory Ai, i = 1, . . . , k oraz analityczne homeomor-
fizmy pi: ∆ → R2, i = 1, . . . , k takie, że:

1) {f(x, y) = 0} ∩ Ω = A1 ∪ · · · ∪Ak,
2) Ai = pi(∆), i = 1, . . . , k,

3) pi(t) =

 ki∑
j=−∞

aijt
j ,

ki∑
j=−∞

bijt
j

 , ki > 0, aiki ̸= 0 lub biki ̸= 0

i = 1, . . . , k.
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Zbiory Ai nazywamy ga l ιeziami krzywej f(x, y) = 0 w nieskończoności.

Dowód. Niech f̃(x, y, z) b ιedzie ujednorodnieniem wielomianu f i niech P1(a1, b1, 0),
P2(a2, b2, 0) . . . , Pn(an, bn, 0) b ιed ιa punktami w nieskończoności krzywej {(x, y) ∈
R2: f(x, y) = 0}. Niech P (a, b, 0) b ιedzie jednym z tych punktów i niech a ̸= 0.

Bierzemy wielomian g(y, z) = f̃(a, y, z). Oczywíscie g(b, 0) = 0, zatem punkt (b,0)
jest środkiem ga l ιezi (φ1(t), ψ1(t)), . . . (φs(t), ψs(t)) krzywej {(y, z) ∈ R2: g(y, z) =
0} , przy czym φi(b) = 0, ψi(0) = 0 oraz ψi ̸≡ 0 dla i = 1, 2, . . . s. Zachodz ιa
nast ιepuj ιace równości:

0 = g(φi(t), ψi(t)) = f̃(a, φi(t), ψi(t)) = [ψi(t)]
deg ff

(
a

ψi(t)
,
φi(t)

ψi(t)

)
, i = 1, 2 . . . s,

gdzie parametr t przebiega otoczenie zera. Przyjmijmy x̄i(t) = a
ψi(t)

oraz ȳi(t) =
φi(t)
ψi(t)

. Ponieważ ψi(0) = 0, wi ιec ψi(t) = tkiψ′
i(t) gdzie ψ′

i(0) ̸= 0, ki > 0. Wobec

tego x̄i = 1
tki

a
ψ′

i(t)
= 1

tki

∑∞
j=0 aijt

j oraz ȳi = φi(t)

tki

1
ψ′

i(t)
= 1

tki

∑∞
j=0 bijt

j w otocze-

niu zera. K lad ιac xi(t) = x̄i(
1
t ) oraz yi(t) = ȳi(

1
t ) i = 1, 2, . . . , s otrzymujemy

parametryzacje pi(t) = (xi(t), yi(t)) ga l ιezi w punkcie P (a, b, 0). Podobnie w po-
zosta lych punktach.

Lemat. Jeżeli f(x, y) ∈ R[x, y] oraz A jest ga l ιezi ιa krzywej {(x, y) ∈ R2: f(x, y) =
0} w nieskończoności w rozumieniu poprzedniego lematu, to istnieje R0 > 0 takie,
że A ∩ SR = {a−, a+} dla dowolnego R > R0 oraz przeci ιecie jest transwersalne.

Dowód. Z poprzedniego lematu wynika istnienie otoczenia nieskończoności ∆ w R
takiego, że A = {(x, y) ∈ R2: (x, y) = p(t), t ∈ ∆} zatem A ∩ SR = {p(t) ∈ R2:<
p(t), p(t) >= R2, t ∈ ∆}.

Ponieważ

< p(t), p(t) >= at2k + wyrazy niższych stopni, a > 0, k > 0

wi ιec
d

dt
< p(t), p(t) >= 2kat2k−1 + wyrazy niższych stopni.

Zmniejszaj ιac ewentualnie ∆ możemy za lożyć, że funkcja < p(t), p(t) > silnie maleje
w otoczeniu ∆− natomiast silnie rośnie w otoczeniu ∆+. Niech t0 ∈ ∆− oraz t1 ∈
∆+ i przyjmijmy < p(t0), p(t0) >= R2

−, < p(t1), p(t1) >= R2
+, R0 = max{R−, R+}.

Niech R > R0. Ponieważ < p(t), p(t) > jest silnie malej ιaca w ∆− oraz silnie
rosn ιaca w ∆+, wi ιec istniej ιa dok ladnie dwie liczby t− ∈ ∆− oraz t+ ∈ ∆+ takie, że
< p(t−), p(t−) >= R2, < p(t+), p(t+) >= R2. Wystarczy przyj ιać a− = p(t−) oraz
a+ = p(t+).

Transwersalność przeci ιecia wynika z faktu, że

d

dt
< p(t), p(t) >= 2 < p(t), p′(t) ≯= 0 dla t ∈ ∆

przy czym p′(t) jest styczny do A, a p(t) jest prostopad ly do SR.
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Twierdzenie 2. Niech F = (F1, F2): Ω → R2 b ιedzie odwzorowaniem wielomiano-
wym otoczenia nieskończoności Ω ⊂ R2 w R2. Niech
A = {(x, y) ∈ R2:F1(x, y) = 0} ∩ Ω = A1 ∪ · · · ∪Ak
gdzie Ai = pi(∆) i = 1, . . . , k (pi oznacza parametryzacj ιe ga l ιezi Ai). Jeżeli

gradF1(x, y) ̸= 0 dla (x, y) ∈ A, to

ind∞ F =

k∑
i=1

ind∞ (F2 ◦ pi det[(gradF1) ◦ pi, p′i]) .

Dowód. Dowód sk lada si ιe z dwóch cz ιeści. Po pierwsze znajdziemy pewne wartości

regularne odwzorowania FR = F (x,y)
∥F (x,y)∥ oraz ich w lókna. W drugiej cz ιeści obliczymy

indeks korzystaj ιac bezpośrednio z definicji.
Cz ιeść 1.
Pokażemy, że n = (0, 1) oraz s = (0,−1) s ιa wartościami regularnymi odwzorowa-

nia FR.
Niech a b ιedzie jedn ιa z liczb zbioru A ∩ SR = {a−1 , a

+
1 , . . . , a

−
k , a

+
k }.  Latwo

sprawdzić, że

dFR(a) =
1

|F2(a)|
[gradF1(a), 0] .

Wystarczy pokazać, że dFR(a)|TaSR jest izomorfizmem przestrzeni TaSR na prze-
strzeń TFR(a)S1. Istotnie, Ker dFR(a) = TaA, a ponieważ przeci ιecie A ∩ SR jest

transwersalne wi ιec TaA ⊕ TaSR ∼= R2. Z podstawowych faktów algebry liniowej
wynika, że dFR(a)|TaSR jest izomorfizmem R2/Ker dFR(a) = TaSR na TFR(a)S1.

Cz ιeść 2.
Z definicji indeksu mamy

2 ind∞ F =
∑

a∈F−1
R (n)

sgn dFR(a) +
∑

a∈F−1
R (s)

sgn dFR(a) =

=

k∑
i=1

(
sgn dFR(a−i ) + sgn dFR(a+i )

)
.

Wystarczy obliczyć znak sgn dFR(a) w punktach a = a−i oraz a = a+i dla i =
1, . . . , k. Niech v⃗ b ιedzie wektorem TaSR zorientowanym dodatnio tzn. < v⃗, a >=
0 oraz det[a, v⃗] > 0. Weźmy t ∈ ∆, dla którego a = pi(t). Mamy nast ιepuj ιace
równości:

sgn det [FR(a), dFR(a)v⃗] = sgn det

[
0 F2(a)

|F2(a)|
1

|F2(a)| < gradF1(a), v⃗ > 0

]
=

= sgn (−F2(a) < gradF1(a), v⃗ >) .

oraz

sgn det [gradF1(a), p′i(t)]
T

det [p′i(t), v⃗] =

sgn det

[
< gradF1(a), p′i(t) > < gradF1(a), v⃗ >
< p′i(t), p

′
i(t) > < p′i(t), v⃗ >

]
=

sgn det

[
0 < gradF1(a), v⃗ >

(p′i(t))
2

< p′i(t), v⃗ >

]
= sgn (− < gradF1(a), v⃗ >) .
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 L ιacz ιac te równości otrzymujemy:

sgn dFR(a) = sgn
(
F2(a) det [gradF1(a), p′i(t)]

T
det [p′i(t), v⃗]

)
.

Ponieważ sgn
(

det [p′i(t), v⃗]
T

det [pi(t), v⃗]
)

= sgn
(
v⃗2 < p′i(t), pi(t) >

)
= sgn t, wi ιec

jeśli a = a−i , to det [p′i(t), v⃗] < 0 a jeśli a = a+i , to det [p′i(t), v⃗] > 0.
Bior ιac a−i = pi(t−), a+i = pi(t+) otrzymujemy:

sgn dFR(a−i ) = − sgn
(
F2(a−i ) det

[
gradF1(a−i ), p′i(t−)

])
sgn dFR(a+i ) = sgn

(
F2(a+i ) det

[
gradF1(a+i ), p′i(t+)

])
.

i ostatecznie

ind∞ F =
k∑
i=1

1

2
{sgn (F2(pi(t+)) det [gradF1(pi(t+)), p′i(t+)])−

− sgn (F2(pi(t−)) det [gradF1(pi(t−)), p′i(t−)])}

Wystarczy teraz zauważyć, że jeśli f :R → R jest funkcj ιa o skończonej liczbie zer,
to ind∞ f = 1

2 (sgn f(t+) − sgn f(t−)), gdzie t− ∈ ∆− i t+ ∈ ∆+.

Przyk lad.
Rozważmy odwzorowanie F (x, y) = (xy2−y−1, x2y+xy2−x−y−1). Oznaczmy

F1(x, y) = xy2 − y − 1 oraz F2(x, y) = x2y + xy2 − x− y − 1. Krzywa F1(x, y) = 0
posiada dwie ga l ιezie w nieskończoności o parametryzacjach p1(t) = (t+ t2, 1t ) oraz

p2(t) = ( 1
t + 1

t2 , t).  Latwo sprawdzić, że F2(p1(t)) = t3 + t2, F2(p2(t)) = 1
t2 + 1

t3 ,

gradF1(p1(t)) = ( 1
t2 , 1+2t), gradF1(p2(t)) = (t2, 1+ 2

t ). Na podstawie twierdzenia 2
otrzymujemy

ind∞ F =

ind∞

(
(t3 + t2) det

[
1
t2 1 + 2t

1 + 2t − 1
t2

])
+ ind∞

(
(

1

t2
+

1

t3
) det

[
t2 1 + 2

t

− 1
t2 − 2

t3 1

])
=

ind∞((t3 + t2)(−4t2 − 4t− 1 − 1

t4
)) + ind∞((

1

t2
+

1

t3
)(t2 +

1

t2
+

4

t3
+

4

t4
)) =

− 1 + 0 = −1.

Jako wniosek z twierdzenia 1 możemy odnotować, że zbiór F−1(0, 0) jest niepusty.
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