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1998  Lódź str. 45

INDEKS LOKALNY GRADIENTU
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DWÓCH ZMIENNYCH RZECZYWISTYCH

Maciej S ιekalski (Kielce)

Wst ιep

Celem artyku lu jest podanie elementarnego dowodu wzoru Arnolda wyrażaj ιacego
indeks gradientu funkcji analitycznej f :R2 → R w otoczeniu izolowanego punktu
krytycznego p ∈ R2 przez liczb ιe ga l ιezi krzywej {(x, y) ∈ R2: f(x, y) = f(p)} w oto-
czeniu punktu p.

Twierdzenie. Jeżeli f jest funkcj ιa analityczn ιa dwóch zmiennych określon ιa w oto-
czeniu punktu krytycznego izolowanego p ∈ R2 , to

indp(grad f) = 1 − rp(f)

gdzie rp(f) oznacza liczb ιe ga l ιezi krzywej {(x, y) ∈ R2: f(x, y) = f(p)} w otoczeniu
punktu p.

Powyższe twierdzenie jest anonsowane bez dowodu w pracy Arnolda [4], gdzie
autor pos luguje si ιe z lożonymi technikami topologii algebraicznej i teorii Morse’a.
W tym artykule podamy elementarny dowód zacytowanego powyżej twierdzenia
oraz pewne wnioski zeń wyp lywaj ιace.
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Lematy pomocnicze

Do dowodu twierdzenia b ιed ιa potrzebne nast ιepuj ιace lematy:

Lemat 1. Jeżeli F = (F1, F2) : (R2, 0) → (R2, 0) jest odwzorowaniem anality-
cznym otoczenia zera w R2 oraz zero odwzorowania F jest izolowane to odwzorowa-
nie F̃ = (xF1 + yF2, xF2 − yF1) ma również zero izolowane oraz

ind0(F̃ ) = ind0(F ) − 1.

Dowód. Jeżeli oznaczymy F = F1 + iF2, to F̃ = (F1 + iF2)(x− iy), zatemy F̃ = 0
wtedy i tylko wtedy, gdy F = 0 lub x− iy = 0. St ιad wynika pierwsza cz ιeść lematu.
Dla dowodu drugiej cz ιeść przyjmijmy θ(t) = argF (γ(t)) oraz θ̃(t) = arg F̃ (γ(t))
gdzie γ(t) jest standardow ιa parametryzacj ιa okr ιegu wokó l zera.  Latwo zauważyć,

że θ̃(t) = θ(t) − t. Ponieważ ind0 F = 1
2π

∫ 2π

0
dθ(t) (patrz Krasnosielski [3]), zatem

ind0 F̃ = 1
2π

∫ 2π

0
d(θ(t) − t) = 1

2π

∫ 2π

0
dθ(t) − 1.

Lemat 2. Jeżeli f : (R2, 0) → (R, 0) jest funkcj ιa analityczn ιa w otoczeniu zera oraz
zero jest punktem krytycznym izolowanym f , to

(1) jeśli xfy − yfx ≡ 0 w otoczeniu zera, to ind0(grad f) = 1,

(2) jeśli xfy − yfx ̸≡ 0, to istnieje ϵ0 > 0 takie, że przeci ιecie {xfy − yfx = 0} ∩ Sϵ

jest transwersalne dla każdego okr ιegu Sϵ o środku w zerze i promieniu ϵ < ϵ0.
Ponadto, jeżeli p0 ∈ {xfy − yfx = 0} ∩ Sϵ, to sgn(xfx + yfy)(p0) = sgn f(p0).

Dowód. Cz ιeść 1) lematu wynika z lematu 1, oraz z definicji indeksu odwzorowania
(J.Milnor [1]). Mamy bowiem ind0(grad f) = ind0(xfx +yfy, 0)+1, a ponieważ od-

wzorowanie
(xfx+yfy,0)

∥(xfx+yfy,0)∥ nie jest ”na”, bo przeciwobraz dowolnego punktu okr ιegu

o rz ιednej różnej od zera jest pusty zatem ind0(xfx + yfy, 0) = 0.

Pierwsza cz ιeść 2) wynika z lematu [2.1(a)] pracy Z. Duszaka [2], którego po-
trzebn ιa nam wersj ιe cytujemy poniżej bez dowodu:

Lemat. Niech g : (R2, 0) → (R, 0) b ιedzie funkcj ιa analityczn ιa w otoczeniu zera
oraz zero nie jest punktem izolowanym zbioru {g(x, y) = 0}. Jeżeli grad g(p) ̸= 0
dla p ∈ {g(x, y) = 0} \ {0}, to istnieje ϵ0 takie, że przeci ιecie {g(x, y) = 0} ∩ Sϵ jest
transwersalne dla dowolnego ϵ < ϵ0.

Dla dowodu drugiej cz ιeści niech p0 ∈ {xfy − yfx = 0} ∩ Sϵ. Mamy wtedy dwa
przypadki:

i) (xfx + yfy)(p0) > 0,

ii) (xfx + yfy)(p0) < 0.

W przypadku i) (xfx + yfy)(p) > 0 dla każdego punktu p leż ιacego na pewnej
ga l ιezi A krzywej {xfy − yfx = 0}  l ιacz ιacej punkt (0, 0) i punkt p0. Ponieważ f |A
rośnie w kierunku grad f wi ιec 0 = f(0, 0) < f(p) < f(p0). Nierówności przeciwne
b ιed ιa zachodzić w przypadku ii). Zatem sgn(xfx + yfy)(p0) = sgn f(p0).
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Dowód twierdzenia Arnolda.

Bez straty ogólności możemy za lożyć, że zero jest punktem krytycznym izolowa-
nym funkcji f oraz, że f(0, 0) = 0.

Oznaczmy u = xfx + yfy, v = xfy − yfx, i = ind0(grad f) oraz w = (u,v)
∥(u,v)∥ .

Wobec lematu 1 odwzorowanie (u, v) ma zero izolowane oraz ind0(u, v) = i − 1.
Za lóżmy ponadto, że v ̸≡ 0. Lemat 2 pozwala wybrać okr ιag Sϵ tak aby przeci ιecie
A = {v = 0} ∩ Sϵ by lo transwersalne. Niech

[0, 2π] ∋ t → γ(t) = (x(t), y(t)) ∈ Sϵ

b ιedzie biegunow ιa parametryzacj ιa okr ιegu Sϵ, oraz niech

S1 \ {(0,±1)} ∋ (x, y) → ϕ(x, y) =
y

x
∈ R

b ιedzie map ιa na okr ιegu wokó l punktów p = (±1, 0).
Pokażemy, że 0 jest wartości ιa regularn ιa odwzorowania ϕ ◦ w ◦ γ : [0, 2π] → R.

Istotnie, jeżeli t ∈ (ϕ ◦ w ◦ γ)−1(0) = {t ∈ [0, 2π] : v(γ(t)) = 0}, to

(ϕ ◦ w ◦ γ)′(t) =

(
v(γ(t))

u(γ(t))

)′

=
⟨grad v(γ(t)), γ′(t)⟩

u(γ(t))
̸= 0.

Ostatnia nierówność wynika z transwersalności przeci ιecia krzywych {v = 0} oraz
Sϵ = {γ(t) : t ∈ [0, 2π]} (lemat 2). Ponadto, ponieważ parametryzacja γ oraz mapa
ϕ zachowuj ιa orientacj ιe zatem dla p = γ(t) ∈ {v = 0} ∩ Sϵ

sgn dp w = sgn
⟨grad v(γ(t)), γ′(t)⟩

u(γ(t))
.

Prosty rachunek pokazuje, że ⟨grad v(γ(t)), γ′(t)⟩ = (f ◦ γ)′′(t), a na podstawie
lematu 2 mamy sgn(u ◦ γ(t)) = sgn(f ◦ γ)(t), zatem

sgn dp w = sgn ((f ◦ γ)(t)(f ◦ γ)′′(t)) .

Przyjmuj ιac notacj ιe f(t) = (f ◦ γ)(t) i korzystaj ιac z definicji indeksu otrzymujemy:

2 ind0(u, v) =
∑

p∈w−1(±1,0)

sgn dp w =
∑

t∈ (v◦γ)−1(0)

sgn (f(t)(f)′′(t))

=
∑

t∈(f ′)−1(0)

sgn (f(t)f ′′(t)) =
∑

t∈(f ′)−1(0)

sgn
(
f2

)′′
(t)

=
∑

t∈(ff ′)−1(0)

sgn
(
f2

)′′
(t) −

∑
t∈f−1(0)

sgn
(
f2

)′′
(t)

=
∑

t∈((f2)′)−1(0)

sgn
(
f2

)′′
(t) −

∑
t∈f−1(0)

sgn
(
f2

)′′
(t)

Suma
∑

t∈((f2)′)−1(0) sgn
(
f2

)′′
(t) równa jest indeksowi funkcji (f2)′ na przedziale

[0, 2π], a ponieważ funkcja jest okresowa, zatem suma ta jest równa 0.

Z kolei
∑

t∈f−1(0) sgn
(
f2

)′′
(t) = 2r0(f). Zatem 2(i− 1) = −2r0(f).
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Zastosowania

Niech f b ιedzie funkcj ιa analityczn ιa dwóch zmiennych o ustalonym diagramie
Newtona. Oznaczmy przez N liczb ιe punktów kratowych leż ιacych na  lamanej New-
tona i nie leż ιacych na osiach uk ladu wspó lrz ιednych.

Wniosek 1.
(i) indp(grad f) 6 1,

(ii) indp(grad f) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy f posiada ekstremum w punkcie p.

Wniosek 2.
| indp(grad f)| 6 N.

Dowód. Jeżeli p nie jest punktem izolowanym zbioru {f(x, y) = f(p)}, to wniosek
wynika z twierdzenia Arnolda oraz z faktu, że liczba ga l ιezi rzeczywistych krzywej
{f(x, y) = f(p)} jest mniejsza lub równa liczbie ga l ιezi zespolonych. Oznaczaj ιac
liczb ιe ga l ιezi zespolonych przez rCp (f) mamy oszacowanie

| indp(grad f)| = rp(f) − 1 6 rCp (f) − 1 6 N

Jeżeli p jest punktem izolowanym zbioru {f(x, y) = f(p)}, wtedy funkcja f ma
ekstremum w p. Zatem

1 = | indp(grad f)| 6 rCp (f) − 1 6 N.

Wniosek 3.
| indp(grad f)| 6 √

µ

gdzie µ jest liczb ιa Milnora funkcji f w punkcie p.

Dowód. Bez straty ogólności możemy za lożyć, że p = (0, 0) oraz f(p) = 0. Wnio-
sek 2 daje nam oszacowanie | ind0(grad f)| 6 ord f − 1 natomiast z twierdzenia
Kusznirenki mamy nierówność (ord f−1)2 6 µ.  L ιacz ιac te nierówności otrzymujemy
tez ιe.

Nast ιepne wnioski dotycz ιa indeksu globalnego grad f . Oznaczmy przez i =
ind∞(grad f) i niech m,n i s b ιed ιa odpowiednio liczb ιa maksimów, minimów i siode l
wielomianu f .

Wniosek 4.
i 6 m + n

Jeżeli f nie ma punktów siod lowych, to zachodzi równość.

Dowód. Zachodz ιa nast ιepuj ιace równości:

i =
∑
p

indp(grad f) =
∑
p

(1 − rp(f)) =

∑
rp(f)=0

1 +
∑

rp(f)>0

(1 − rp(f)) = m + n−
∑

rp(f)>1

(rp(f) − 1).

Ponieważ ostatnia suma jest nieujemna zatem otrzymujemy i 6 m + n. W przy-
padku braku punktów siod lowych suma ta jest równa zero.
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Wniosek 5. Jeżeli punkty siod lowe wielomianu f s ιa niezdegenerowane, to

i = m + n− s.

Dowód. Podobnie jak w dowodzie poprzedniego wniosku:

i = m + n−
∑

rp(f)>1

(rp(f) − 1).

Ponieważ punkty siod lowe s ιa niezdegenerowane wi ιec rp(f) = 2.
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On the index of the gradient of an
analytic function in two real variables

Summary. We give an elementary proof of the Arnold formula for the local
index of the gradient of a real analytic function.
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