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Wst ↪ep

W roku 1964 Hironaka w pracy [Hi] udowodni l, że dla dowolnego zbioru algebraicz-
nego X ⊂ Kn nad cia lem K charakterystyki zero istnieje dwuwymierne odwzoro-
wanie f : X̃ → X, gdzie X̃ jest rozmaitości ↪a g ladk ↪a takie, że na otwartym i g ↪estym
podzbiorze U w X̃, odwzorowanie f jest izomorfizmem. Takie odwzorowanie może
być zdefiniowane poprzez skończony ci ↪ag rozdmuchań [Ha]. Przypomnijmy kon-
strukcj ↪e rozdmuchania.

Niech X b ↪edzie zbiorem algebraicznym w Kn, a Z podrozmaitości ↪a w Kn zadan ↪a
uk ladem równań g1 = g2 = . . . = gk = 0, gi ∈ K[x], x = (x1, . . . , xn), i = 1, . . . , k.
Rozważmy injekcj ↪e

X \ Z ∋ x → (x, g1(x) : . . . : gk(x)) ∈ X × Pk−1,

Pk−1 oznacza k−1-wymiarow ↪a przestrzeń rzutow ↪a nad cia lem K. Rozdmuchaniem
zbioru X wzgl ↪edem rozmaitości Z nazywamy domkni ↪ecie X̃ obrazu tej injekcji w
przestrzeni Kn × Pk−1. Rzutowanie

π : X̃ ∋ (x, u1 : . . . : uk) → x ∈ X

jest izomorfizmem poza zbiorem π−1(Z), który nazywamy dywizorem wyj ↪atkowym.
Zbiór Z nazywamy centrum rozdmuchania.
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Przyk lad 1.

Niech X = {x = (x1, ..., xn) : f(x) = 0}, f(x) =
∑
α∈Nn

cαx
α ∈ K[x], Z = {x1 =

x2 = . . . = xk = 0}. Wtedy

X̃ = {(x1, . . . , xn;u1 : . . . : uk) : f(x) = 0, uixj = ujxi, i, j = 1, . . . , k}.

Mapy na Pk−1 indukuj ↪a mapy na Kn × Pk−1. Mianowicie zbiory

Ui = {(x;u1 : . . . : uk) : uixj = ujxi, ui ̸= 0}

pokrywaj ↪a X̃ oraz odwzorowania

ϕi(x;u1 : . . . : ui−1 : 1 : ui+1 : . . . : uk) =

= (u1, . . . , ui−1, xi, ui+1 . . . , uk, xk+1, . . . , xn)

określaj ↪a uk lad wspó lrz ↪ednych na Ui. Zbiór X̃ w mapie ϕi zadany jest równaniem

f ′ =
∑
α∈Nn

cαu
α1
1 · · ·uαi−1

i−1 x
∑k

m=1 αm

i u
αi+1

i+1 · · ·uαk

k x
αk+1

k+1 · · ·xαn
n = 0.

1 Gra Hironaki

Niech A = {a1, . . . , ad} ⊂ Nn b ↪edzie skończonym zbiorem punktów w Rn. Dia-
gramem Newtona wyznaczonym przez A nazywamy otoczk ↪e wypuk l ↪a N(A) zbioru
A + Rn

>0 w Rn.
Niech ∅ ̸= J ⊂ {1, . . . , n} oraz j ∈ J . Określamy funkcj ↪e Zn ∋ w → τJ,j(w) =

w′ ∈ Zn jak nast ↪epuje

w′
j =

∑
i∈J

wi,

w′
k = wk dla k ̸= j.

Gracze P1 oraz P2 wykonuj ↪a nast ↪epuj ↪ace ruchy:

1. Gracz P1 wybiera niepusty podzbiór J ⊂ {1, . . . , n},

2. Gracz P2 wybiera j ∈ J i zast ↪epuje zbiór A zbiorem A′ = τJ,j(A), któremu
odpowiada diagram Newtona N(A′).

Sekwencja ruchów powtarza si ↪e dla N(A′). Gracz P1 wygrywa, gdy po skończo-
nej liczbie m ruchów diagram Newtona N(Am) b ↪edzie mia l postać kwadrantu

a + Rn
>0

dla pewnego a ∈ Nn. W przeciwnym razie wygrywa gracz P2.
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Przyk lad 2.
Niech A = {(0, 6), (3, 5)}. Gracz P1 musi wybrać J = {1, 2} (wybór zbioru jedno-
elementowego powoduje, że τJ,j jest identyczności ↪a). Gracz P2 ma dwie możliwości.
Jeżeli wybierze j = 2 to A′ = {(0, 6), (3, 8))}, wtedy N(A′) = (0, 6) + R2

>0 i wy-
grywa P1.

Jeżeli gracz P2 wybierze j = 1, to A′ = {(6, 6), (8, 5)}. Kolejny wybór j = 1
(j = 2 prowadzi do wygranej gracza P1) daje A2 = {(12, 6), (13, 5)}.

Jeżeli teraz gracz P2 wybierze j = 1 to A3 = {(18, 6), (18, 5)} i N(A3) =
(18, 5)+R2

>0, natomiast jeżeli j = 2 to A3 = {(12, 18), (13, 18)} i N(A3) = (12, 18)+

R2
>0. W obu przypadkach P1 wygrywa.

Twierdzenie 3 Istnieje strategia wygrywaj ↪aca dla gracza P1.

Dowód twierdzenia wraz z podaniem strategii wygrywaj ↪acej za Zeillingerem [Ze]
przedstawimy w nast ↪epnym rozdziale. Powyższe twierdzenie udowodni l w 1983 r.
Spivakovsky w [Sp]. Odnotujmy teraz w jaki sposób jeden ruch w grze odpowiada
rozdmuchaniu. Mianowicie, niech f(x) =

∑
α∈Nn cαx

α ∈ K[x] i niech supp (f) =
{α ∈ Nn : cα ̸= 0}. Z wielomianem tym możemy zwi ↪azać jego diagram Newtona
N(f) = N(supp (f)). Wybór gracza P1 np. J = {1, . . . , k} odpowiada wyborowi
centrum rozdmuchania Z = {x1 = . . . = xk = 0}, a wybór i ∈ J gracza P2

odpowiada wyborowi odpowiedniej mapy ϕi (przyk lad 1 ze wst ↪epu). Jeżeli f ′

oznacza postać wielomianu f we wspó lrz ↪ednych ϕi to N(f ′) = N(supp (f ′)).

2 Strategia wygrywaj ↪aca

Aby pomóc graczowi P1 wybrać podzbiór J ⊂ {1, . . . , n} dla danego diagramu
Newtona N przyjmijmy nast ↪epuj ↪ace oznaczenia. Jeżeli w ∈ Zn to

L(w) =
n

max
i=1

wi −
n

min
i=1

wi,

S(w) = ♯{k : wk =
n

min
i=1

wi} + ♯{k : wk =
n

max
i=1

wi}.

Ponadto oznaczmy B = {α − β : α, β wierzcho lki diagramu N}. Wektorem cha-
rakterystycznym vN diagramu N nazywamy wektor minimalny zbioru B wzgl ↪edem
nierówności

(L(vN ), S(vN )) 6lex (L(w), S(w))

dla wszystkich w ∈ B, 6lex oznacza porz ↪adek leksykograficzny w N2.

Przyk lad 4.
Niech N = N({(0, 0, 4), (5, 0, 1), (1, 5, 1)}). Wtedy

B L(v) S(v)
±(5, 0,−3) 8 2
±(1, 5,−3) 8 2
±(4,−5, 0) 9 2



56

Zatem charakterystycznymi wektorami s ↪a ±(5, 0,−3) oraz ±(1, 5,−3).

Twierdzenie 5 (Strategia wygrywaj ↪aca) Niech N b ↪edzie diagramem New-
tona, który nie jest kwadrantem. Gracz P1 wygra jeżeli w każdym ruchu wybierze
podzbiór J = {k, l} ⊂ {1, . . . , n} taki, że k ̸= l oraz wk jest maksymaln ↪a a wl

minimaln ↪a wspó lrz ↪edn ↪a wektora charakterystycznego w = (w1, . . . , wn) diagramu
N .

Dowód. Z diagramem Newtona N możemy zwi ↪azać trójk ↪e liczb naturalnych δ(N) =
(♯E(N), L(vN ), S(vN )), gdzie E(N) oznacza zbiór wierzcho lków diagramu N , vN
jest dowolnym wektorem charakterystycznym N . Pokażemy, że jeżeli N ′ jest
diagramem Newtona powsta lym z N po jednym ruchu zgodnie ze strategi ↪a to
δ(N ′) <lex δ(N).

Zauważmy, że ponieważ τJ,j jest odwzorowaniem liniowym, wi ↪ec zachodzi nie-
równość ♯E(N ′) 6 ♯E(N). Jeżeli ♯E(N ′) < ♯E(N) to oczywíscie δ(N ′) <lex δ(N),
zatem za lóżmy, że ♯E(N ′) = ♯E(N). Wynika st ↪ad, że dla dowolnego wierzcho lka
γ ∈ E(N ′) istnieje wierzcho lek ϵ ∈ E(N) taki, że ϵ′ = γ. Niech α, β b ↪ed ↪a wierz-
cho lkami diagramu N takimi, że w = α− β jest wektorem charakterystycznym N .
Pokażemy, że dla w′ = α′ − β′ zachodzi

(L(vN ′), S(vN ′)) 6lex (L(w′), S(w′)) <lex (L(w), s(w)).

Pierwsza nierówność wynika z definicji wektora charakterystycznego. Aby udo-
wodnić drug ↪a zauważmy najpierw, że L(w′) 6 L(w). Istotnie, możemy za lożyć, że
w1 jest minimaln ↪a a w2 maksymaln ↪a wspó lrz ↪edn ↪a wektora charakterystycznego w.
Mamy zatem

w1 < 0 < w2

oraz L(w) = w2 − w1.
Zgodnie ze strategi ↪a gracz P1 wybiera J = {1, 2}. Za lóżmy, że P2 wybierze

j = 1. Wtedy
w′ = (w1 + w2, w2, . . . , wn).

Maksymaln ↪a wspó lrz ↪edn ↪a wektora w′ pozostaje w2. Zatem ponieważ w1 < w1 +
w2 < w2 wi ↪ec L(w′) 6 L(w). Podobnie rozumujemy w przypadku gdy gracz P2

wybierze j = 2.
Gdyby L(w′) < L(w) to mielibyśmy (L(w′), S(w′)) <lex (L(w), S(w)). Zatem

za lóżmy, że L(w′) = L(w). Wtedy istnieje indeks k > 3 taki, że L(w′) = L(w) =
w2 − wk, wi ↪ec wk jest minimaln ↪a wspó lrz ↪edn ↪a wektora w oraz w′. Ponieważ w1 <
w1 + w2 < w2 zatem w1 + w2 nie jest minimaln ↪a wspó lrz ↪edn ↪a wektora w′ zatem

S(w′) = S(w) − 1.

Wobec tego mamy

(L(w′), S(w′)) = (L(w), S(w) − 1) <lex (L(w), S(w))

co kończy dowód.
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ON HIRONAKA GAME

Summary. We present the rules of Hironaka’s polyhedra game and a connection
of the game with blowing ups. Also the winning strategy after Zeillinger is given.
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