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2010  Lódź str. 27

O WYK LADNIKU  LOJASIEWICZA

FORM QUASIJEDNORODNYCH

Maciej S ↪ekalski (Kielce)

Profesorowi Jackowi Ch ↪adzyńskiemu
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Niech f = f(x1, . . . , xn) ∈ C{x1, . . . , xn} b ↪edzie osobliwości ↪a izolowan ↪a w pun-

kcie 0 ∈ Cn tzn. f(0) = 0 oraz gradient ∇f =
(

∂f
∂x1

, . . . , ∂f
∂xn

)
ma zero izolowane

w 0 ∈ Cn. Osobliwość f jest quasijednorodna typu (w1, . . . , wn) jeśli jest wielomia-
nem postaci

f =
∑

i1
w1

+···+ in
wn

=1

ci1...inx
i1
1 · · ·xin

n

dla pewnych wymiernych w1, . . . , wn. Zauważmy, że jeżeli osobliwość jest izolowana
i quasijednorodna typu (w1, . . . , wn), to wi > 1 dla wszystkich i ∈ {1, . . . , n}. Istot-
nie, gdyby zachodzi la nierówność np. w1 6 1, to dla jednomianu ci1...inx

i1
1 . . . xin

n

mielibyśmy i1 + i2
w2

+ · · · + in
wn

6 i1
w1

+ · · · + in
wn

= 1, co jest możliwe tylko wtedy
gdy i1 = 1 i i2 = · · · = in = 0 lub i1 = 0, ale wtedy albo jednomian x1 wyst ↪epuje w
f z niezerowym wspó lczynnikiem albo f nie zależy od zmiennej x1. W pierwszym
przypadku ∇f(0) ̸= 0 a w drugim, zero nie jest izolowane.

Osobliwości izolowane, quasijednorodne badane by ly przez wielu autorów.
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W 1970r. Milnor i Orlik w pracy [MO] pokazali, że liczba Milnora osobliwości
izolowanej, quasijednorodnej typu (w1, . . . , wn) jest równa

∏n
i=1(wi − 1). W pracy

[OW] autorzy podali klasyfikacj ↪e osobliwości izolowanych quasijednorodnych trzech
zmiennych. Na podstawie tej klasyfikacji S. S.-T. Yau w [Y] wyrazi l krotność ord f
osobliwości izolowanej, quasijednorodnej typu (w1, w2, w3) w terminach wag. Mia-
nowicie

ordf = min{n ∈ N : n > min{w1, w2, w3}}.

Formu la powyższa przenosi si ↪e na przypadek n zmiennych (cf. [S]). W terminach
wag (w1, . . . , wn) można również oszacować wyk ladnik  Lojasiewicza osobliwości
izolowanej, quasijednorodnej. Przypomnijmy, że wyk ladnikiem  Lojasiewicza L0(f)
osobliwości izolowanej f nazywamy najmniejsz ↪a liczb ↪e θ > 0 tak ↪a, że istniej ↪a oto-
czenie U punktu 0 ∈ Cn oraz sta la C > 0 takie, że dla wszystkich x ∈ U zachodzi
nierówność

|∇f(x)| > C|x|θ.

W [KOP] autorzy pokazali, że dla osobliwości izolowanej, quasijednorodnej typu
(w1, . . . , wn) spe lnione jest oszacowanie

(1) L0(f) 6 min

{
n

max
i=1

(wi − 1),
n∏

i=1

(wi − 1)

}

przy czym dla n = 2 i n = 3 zachodzi równość. Celem tej noty jest podanie
przyk ladu, że dla n > 3 nierówność (1) może być ostra.

Przyk lad. Wielomian f = x1x4 +x3
2 +x3

3 +x5
4 jest osobliwości ↪a izolowan ↪a, quasi-

jednorodn ↪a typu (5
4 , 3, 3, 5), dla której

L0(f) = 2 <min

{
4

max
i=1

(wi − 1),
4∏

i=1

(wi − 1)

}

= min

{
max

{
1

4
, 2, 2, 4

}
,

1

4
· 2 · 2 · 4

}
= 4.

Aby to sprawdzić obliczymy wyk ladnik  Lojasiewicza L0(f). Przyjmijmy |(x1, x2,
x3, x4)| = |x1| + |x2| + |x3| + |x4| dla (x1, x2, x3, x4) ∈ C4. Mamy ∇f =
(x4, 3x

2
2, 3x

2
3, x1 + 5x4

4). Wi ↪ec

|∇f | = |x4| + 3|x2|2 + 3|x3|2 + |x1 + 5x4
4| >

> |x4| + 3|x2|2 + 3|x3|2 + |x1| − 5|x4|4 =

= |x4|(1 − 5|x4|3) + 3|x2|2 + 3|x3|2 + |x1|.

Jeżeli x1, x4 spe lniaj ↪a nierówności |x1| > 3|x1|2 oraz 1 − 5|x4|3 > 3|x4|, co ma
miejsce w dostatecznie ma lym otoczeniu 0 ∈ C4, to

|∇f | > 3(|x4|2 + |x2|2 + |x3|2 + |x1|2),
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a ponieważ normy w C4 s ↪a równoważne wi ↪ec otrzymujemy nierówność

|∇f | > C(|x4| + |x2| + |x3| + |x1|)2

dla pewnego C > 0. Zatem
L0(f) 6 2.

Za lóżmy teraz, że L0(f) < 2. Przyjmuj ↪ac x = (0, x2, 0, 0), widzimy, że równości
∇f(x) = (0, 3x2

2, 0, 0) oraz |∇f(x)| = 3|x|2 daj ↪a sprzeczność.
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ON THE  LOJASIEWICZ EXPONENT
OF QUASI-HOMOGENEOUS FORMS

Summary. In [KOP], the authors proved that the  Lojasiewicz exponent L0(f) of
an isolated, quasi-homogeneous singularity f of a type (w1, . . . , wn) satisfies the
estimation

L0(f) 6 min

{
n

max
i=1

(wi − 1),

n∏
i=1

(wi − 1)

}
with the equality for n = 2, n = 3. We show that for n > 3 the inequality may be
strict.
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