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LICZBA MILNORA
PRZEKROJU OSOBLIWO�SCI IZOLOWANEJ

HIPERP LASZCZYZNAMI
Maciej S ,ekalski (Kielce)

Niech b ,edzie f = f(x1; : : : ; xn) 2 C fx1; : : : ; xng. Szereg f nazywamy oso-bliwo�sci ,a izolowan ,a w punkcie 0 2 C n, gdy f(0) = 0 oraz gradient rf(x) =� @f@x1 (x); : : : ; @f@xn (x)� ma zero izolowane w pocz ,atku uk ladu 0 2 C n. Osobliwo�s�cf nazywamy quasi-jednorodn ,a typu (w1; : : : ; wn) je�sli f jest wielomianem postaci
f = X

i1w1+���+ inwn=1
ci1:::inxi11 � � �xinn

dla pewnych wymiernych, dodatnich wag w1; : : : ; wn. Poniewa_z osobliwo�s�c jestizolowana jest wi > 1 dla i = 1; : : : ; n.W 1970r. Milnor i Orlik w pracy [MO] udowodnili
Twierdzenie 1 Je_zeli f jest osobliwo�sci ,a izolowan ,a quasi-jednorodn ,a typu(w1; : : : ; wn), to

�(f) = nY
i=1(wi � 1):
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Za l�o_zmy, _ze w1 6 w2 6 : : : 6 wn i rozwa_zmy k-wymiarow ,a hiperp laszczyzn ,eH(k) okre�slon ,a r�ownaniami

xk+1 = ak+1;1x1 + � � � + ak+1;kxk = Lk+1(x1; : : : ; xk);xk+2 = ak+2;1x1 + � � � + ak+2;kxk = Lk+2(x1; : : : ; xk);: : :xn = an;1x1 + � � � + an;kxk = Ln(x1; : : : ; xk)
o generycznych wsp�o lczynnikach ai;j , i = k + 1; : : : ; n, j = 1; : : : ; k.Po l�o_zmy f (k) = f(x1; : : : ; xk; Lk+1(x1; : : : ; xk); : : : ; Ln(x1; : : : ; xk)).W pracy [T] Teissier pokaza l, _ze f (k) jest r�ownie_z osobliwo�sci ,a izolo-wan ,a. Oznaczmy liczb ,e Milnora tej osobliwo�sci przez �(k)(f) i po l�o_zmy��(f) = (�(n)(f); : : : ; �(1)(f); �(0)(f) = 1). Oczywi�scie �(n)(f) = �(f).
Przyk lad 1. Je_zeli osobliwo�s�c izolowana f 2 C [x1; : : : ; xn] jest form ,a jednorodn ,astopnia d, to z formu ly Milnora-Orlika wynika, _ze �(k)(f) = (d � 1)k dla k =1; : : : ; n.Przypomnijmy oszacowanie liczby Milnora osobliwo�sci izolowanej f w termi-nach diagramu Newtona �+(f) (c.f. [K]). Niech X � h0;+1)n b ,edzie zwartymwielo�scianem. Dla I � f1; : : : ; ng przyjmijmy XI = fx = (x1; : : : ; xn) 2 X : xi =0 dla i 62 Ig. Liczb ,a Newtona wielo�scianu X nazywamy liczb ,e

�(X) = X
I�f1;:::;ng(�1)n�jIjjIj!VoljIj(XI)

gdzie jIj oznacza liczb ,e element�ow podzbioru I, a VoljIj(XI) jest jIj-wymiarow ,aobj ,eto�sci ,a zbioru XI . Przyjmujemy, _ze Vol0(X;) = 1, gdy 0 2 X oraz Vol0(X;) =0, gdy 0 62 X.Niech f = Pi2Nn cixi 2 C fx1; : : : ; xng, f(0) = 0, dla i = (i1; : : : ; in) przyjmu-jemy xi = xi11 � � �xinn . Diagramem Newtona osobliwo�sci f nazywamy zbi�or
�+(f) = convexfi + h0;+1)n; ci 6= 0g:

Za l�o_zmy, _ze �+(f) ma punkty wsp�olne z ka_zd ,a osi ,a uk ladu wsp�o lrz ,ednychi niech ��(f) = h0;+1)n n �+(f). Kusznirenko w pracy [K] udowodni l, _ze je_zelif jest osobliwo�sci ,a izolowan ,a, to
�(f) > �(��(f)):(1)

Udowodnimy oszacowanie
Twierdzenie 2 Je_zeli f jest osobliwo�sci ,a izolowan ,a, quasi-jednorodn ,a typu(w1; : : : ; wn), to �(k)(f) >Qki=1(wi � 1):
Dow�od. Poka_zemy, _ze diagram Newtona osobliwo�sci f (k) le_zy powy_zej hiper-p laszczyzny o r�ownaniu �1w1 + � � � + �kwk = 1. Istotnie, mamy
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f (k) = X
i1w1+���+ inwn=1

ci1:::inxi11 � � �xikk Lk+1(x1; : : : ; xk)ik+1 � � �Ln(x1; : : : ; xk)in :
Poniewa_z Ls(x1; : : : ; xk)is = Pjs1+���jsk=is bjs1 :::jskxjs11 � � �xjskk dla s = k + 1; : : : ; n,zatem

f (k) = X di;jxi1+Pns=k+1 js11 xi2+Pns=k+1 js22 � � �xik+Pns=k+1 jskk ;
gdzie

i1w1 + � � � + inwn = 1;
kX

p=1 jsp = is; dla s = k + 1; : : : ; n:
Mamy

i1 +Pns=k+1 js1w1 + � � � + ik +Pns=k+1 jskwk = kX
p=1

ipwp + kX
p=1

1wp
nX

s=k+1 jsp =
= kX

p=1
ipwp + nX

s=k+1
kX

p=1
jspwp >

kX
p=1

ipwp + nX
s=k+1

kX
p=1

jspws =
= kX

p=1
ipwp + nX

s=k+1
1ws

kX
p=1 jsp = kX

p=1
ipwp + nX

s=k+1
isws = 1:

Zatem hiperp laszczyzna o r�ownaniu �1w1 + � � � + �kwk = 1 le_zy poni_zej diagramuNewtona osobliwo�sci f (k). Oznaczmy ~f (k) = f (k) + xm1 + � � � + xmk , gdzie m 2 Njest na tyle du_ze aby �( ~f (k)) = �(f (k)). Wtedy
�(f (k)) = �( ~f (k)) > �(��( ~f (k))) > (w1 � 1) � � � (wk � 1):

Pierwsza nier�owno�s�c powy_zej wynika z oszacowania (1) Kusznirenki, druga z wnio-sku 3.1 pracy [F], kt�ory cytujemy poni_zej:
Twierdzenie 3 (Corollary 3.1,[F]) Niech f 2 C fz1; : : : ; zng b ,edzie oso-bliwo�sci ,a izolowan ,a w punkcie 0 2 C n i niech H b ,edzie dowoln ,a (n � 1)-wymiarow ,a hiperp laszczyzn ,a le_z ,ac ,a poni_zej diagramu �+(f) i przecinaj ,ac ,a osieuk ladu wsp�o lrz ,edznych w punktach a1; : : : ; an, gdzie ai > 1 dla i = 1; : : : ; n. Wtedy

�(f) > (a1 � 1) � � � � � (an � 1):
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Przyk lad Brian�cona, Spedera pokazuje, _ze w przypadku quasi-jednorodnymmo_ze zachodzi�c nier�owno�s�c ostra.Przyk lad 2. ([BS]) Rozwa_zmy rodzin ,e osobliwo�sci izolowanych

ft(x; y; z) = z5 + ty6z + y7x + x15:
Wielomiany ft s ,a quasi-jednorodne typu �15; 152 ; 5�. Liczba Milnora �(ft) = 364.Rozwa_zmy p laszczyzn ,e dwuwymiarow ,a okre�slon ,a r�ownaniem x = ay + bz, wtedyf (2)t = ft(ay + bz; y; z) = z5 + ty6z + y7(ay + bz) + (ay + bz)15.  Latwo sprawdzi�c,
_ze �(2)(ft) = � 26 dla t 6= 0;28 dla t = 0: . Zatem �(2)(ft) > 26 = (5 � 1)( 152 � 1).
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The Milnor number of the hyperplane sections of an isolated

singularity

Summary. We give a lower bound for the Milnor number of a generic hyperplanesection of an isolated quasi-homogeneous singularity.
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