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ODWZOROWAŃ WIELOMIANOWYCH

S. Spodzieja ( Lódź)

Wste
‘
p

Niech f = (f1, ..., fm) : Cn → Cm be
‘
dzie odwzorowaniem wielomianowym. W

pracy pokazujemy, że badanie w lókien tego odwzorowania można sprowadzić do
przypadku, gdy m ≤ n (twierdzenie 1). Twierdzenie to ma zastosowanie w osza-
cowaniu wyk ladnika  Lojasiewicza. Jeśli #f−1(0) < ∞, to wyk ladnik  Lojasiewicza
w nieskończoności odwzorowania f określamy jako najwie

‘
ksza

‘
liczbe

‘
ν ∈ R taka

‘
,

że istnieja
‘
C > 0, R > 0, że

|z| > R ⇒ C|z|ν ≤ |f(z)|,

gdzie | · | oznacza norme
‘

policylindryczna
‘
. Wyk ladnik ten oznaczamy L∞(f).

Kollár w pracy [K] podaje oszacowanie od do lu wyk ladnika  Lojasiewicza w
nieskończoności odwzorowania f . Mianowicie jeśli #f−1(0) < ∞, dj = deg fj
oraz d1 ≥ . . . ≥ dm > 0, to

(∗) L∞(f) ≥
{

dm − d1 . . . dm gdy m ≤ n

dm − d1 . . . dn−1dm gdy m > n.
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Kollár dowodzi tylko pierwszej cze
‘
ści nierówności. Twierdzi (bez uzasadnienia), że

druga nierówność wynika z pierwszej. Dowód tego faktu wynika bezpośrednio z
twierdzenia 1 (patrz wniosek 2).

Podajemy również odpowiedź na pytanie Profesora P loskiego dotycza
‘
ce oszaco-

wania stopnia globalnego w lókna odwzorowania f (wniosek 3).

1. G lówne twierdzenie

W paragrafie tym podamy g lówne twierdzenie pracy i wnioski z niego wynikaja
‘
ce.

Niech w dalszym cia
‘
gu

(1) f = (f1, ..., fm) : Cn → Cm

be
‘
dzie odwzorowaniem wielomianowym takim, że deg fj > 0, dla j = 1, ...,m.

Twierdzenie 1. Niech f be
‘
dzie odwzorowaniem wielomianowym postaci (1), gdzie

m > n > 1. Wówczas istnieje odwzorowanie g = (g1, ..., gn) : Cn → Cn postaci

(2) gi = fi +
m−1∑
j=n

αj,ifj , dla i = 1, ..., n− 1, gn = fm,

gdzie αj,i ∈ C takie, że w lókno f−1(0) jest suma
‘

pewnych sk ladowych nierozk la-
dalnych w lókna g−1(0). Jeśli dodatkowo #f−1(0) < ∞, to f−1(0) ⊂ g−1(0) oraz
#g−1(0) < ∞.

Dowód tego twierdzenia podamy w punkcie 2.

Z tego twierdzenia dostajemy  latwo trzy wnioski.

Wniosek 1. Niech f be
‘
dzie odwzorowaniem wielomianowym postaci (1), gdzie

m > n > 1 oraz #f−1(0) < ∞. Wówczas istnieje odwzorowanie wielomianowe
g = (g1, ..., gn) : Cn → Cn postaci (2) takie, że

#g−1(0) < ∞

oraz

L∞(f) ≥ L∞(g).

Dowód. Niech w myśl twierdzenia 1, g = (g1, ..., gn) : Cn → Cn be
‘
dzie od-

wzorowaniem wielomianowym postaci (2) takim, że #g−1(0) < ∞. Niech f̃ =

(g1, ..., gn, fn, ..., fm−1) : Cn → Cm.  Latwo zauważyć, że f = L ◦ f̃ , gdzie L jest

nieosobliwa
‘
liniowa

‘
zamiana

‘
zmiennych w Cm. Zatem L∞(f) = L∞(f̃). Oczywíscie

dla z ∈ Cn mamy |f̃(z)| ≥ |g(z)|, wie
‘
c L∞(f̃) ≥ L∞(g). Reasumuja

‘
c mamy teze

‘
.
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Wniosek 2. Nierówność Kollára (∗) wystarczy udowodnić w przypadku m ≤ n.

Dowód. Dla m > n nierówność (∗) dostajemy z wniosku 1 i pierwszej cze
‘
ści nie-

równości (∗), bowiem wówczas deg gj ≤ dj dla j = 1, ..., n− 1 i deg gm = dm.

Niech V be
‘
dzie zbiorem algebraicznym oraz V = V1 ∪ . . .∪ Vk rozk ladem zbioru

V na sk ladowe nierozk ladalne. Stopniem globalnym zbioru V nazywamy liczbe
‘

δ(V ) = deg V1 + . . . + deg Vk.

Wniosek 3. Niech f be
‘
dzie odwzorowaniem wielomianowym postaci (1), dj =

deg fj, j = 1, ...,m, d1 ≥ . . . ≥ dm > 0. Wówczas

(3) δ(f−1(0)) ≤
{

d1 . . . dm gdy m ≤ n

d1 . . . dn−1dm gdy m > n.

Dowód. Ze wzoru (4) w [ L], VII,11,8, wynika, że

δ(f−1(0)) ≤ δ(f−1
1 (0)) . . . δ(f−1

m (0)) ≤ deg f1 . . . deg fm.

Sta
‘
d dostajemy pierwsza

‘
cze

‘
ść (3). Niech teraz m > n. Jeśli n = 1, to teza

jest oczywista. Niech wie
‘
c n > 1. Wówczas z twierdzenia 1 wynika, że istnieje

odwzorowanie wielomianowe g = (g1, ..., gn) : Cn → Cn takie, że

(4) deg gj ≤ dj dla j = 1, ..., n− 1, deg gn ≤ dm

oraz f−1(0) jest suma
‘

pewnych sk ladowych nierozk ladalnych zbioru g−1(0). W
myśl pierwszej cze

‘
ści δ(g−1(0)) ≤ deg g1 . . . deg gn. Sta

‘
d i z (4) dostajemy druga

‘
cze

‘
ść nierówności (3).

2. Dowód twierdzenia 1

Udowodnimy najpierw trzy lematy.

Przez Gk(Cm) oznaczamy przestrzeń Grassmanna k-wymiarowych podprzestrze-
ni liniowych przestrzeni Cm, k < m (patrz [ L], B,§6). Niech ∆k(Cm) ⊂ Gk(Cm)
be

‘
dzie zbiorem wszystkich tych k-wymiarowych podprzestrzeni liniowych przestrze-

ni Cm, które można przedstawić w postaci

(5) Hα = {(w1, ..., wm) ∈ Cm : wj +
m∑

i=m−k+1

αj,iwi = 0, j = 1, ...,m− k},

gdzie α = (αj,i : i = m− k + 1, ...,m, j = 1, ...,m− k) ∈ CN , N = k(m− k).
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Lemat 1. ∆k(Cm) jest otwartym i ge
‘
stym podzbiorem Gk(Cm), o dope lnieniu al-

gebraicznym.

Dowód. Wystarczy zauważyć, że ∆k(Cm) jest zbiorem wszystkich podprzestrzeni
liniowych Cm postaci

(6) H = {(w1, ..., wm) ∈ Cm :
m∑
i=1

αj,iwi = 0, j = 1, ...,m− k},

gdzie αj,i ∈ C, j = 1, ...,m− k, i = 1, ...,m sa
‘
takie, że

(7) det[αj,i]j,i=1,...,m−k ̸= 0.

Istotnie, każda przestrzeń liniowa postaci (5) jest oczywíscie postaci (6). Niech
H be

‘
dzie podprzestrzenia liniowa

‘
Cm postaci (6) oraz A = [αj,i]j,i=1,...,m−k, B =

[αj,i] j=1,...,m−k
i=m−k+1,...,m

. Niech w′ = (w1, ..., wm−k), w′′ = (wm−k+1, ..., wm). Wówczas z

(7) mamy, że A jest macierza
‘
odwracalna

‘
, wie

‘
c

H ={w = (w′, w′′) ∈ Cm−k × Ck : Aw′ + Bw′′ = 0}
={w = (w′, w′′) ∈ Cm−k × Ck : w′ + A−1Bw′′ = 0} ∈ ∆k(Cm).

To kończy dowód.

Lemat 2. Niech V ⊂ Cm be
‘
dzie zbiorem algebraicznym wymiaru s. Jeśli s+k < m,

to istnieje otwarty i ge
‘
sty podzbiór U ⊂ ∆k(Cm) taki, że dla każdego H ∈ U zachodzi

H ∩ V ⊂ {0}.

Dowód. Niech Γ be
‘
dzie domknie

‘
ciem zbioru {x · C : x ∈ V }. Jest to oczywíscie

podzbiór algebraiczny przestrzeni Pm−1(C) wymiaru co najwyżej s. Zatem z lematu
1 i wniosku w [ L], VII,11,8 dostajemy teze

‘
.

Lemat 3. Niech V ⊂ Cm be
‘
dzie zbiorem algebraicznym wymiaru s. Jeśli s+k = m,

to istnieje otwarty i ge
‘
sty podzbiór U ⊂ ∆k(Cm) taki, że dla każdego H ∈ U zachodzi

#(H ∩ V ) < ∞.

Dowód. Niech Γ0 = {x ∈ V : x · C ⊂ V }, Γ1 = {x · C : x ∈ Γ0} ⊂ Pm−1(C),

Γ = {x · C : x ∈ V }. Γ i Γ1 sa
‘

oczywíscie podzbiorami algebraicznymi Pm−1(C),
co wie

‘
cej dimΓ1 < s oraz dimΓ ≤ s. Zatem stosuja

‘
c lematy 1, 2 i Proposition 9 w

[ L], VII,11,8 dostajemy teze
‘
.

Dowód twierdzenia 1. Dla dowolnego α = (αj,i : j = n, ...,m− 1, i = 1, ..., n− 1) ∈
CN , gdzie N = (n− 1)(m− n) określmy odwzorowanie gα = (g1, ..., gn) : Cn → Cn
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postaci (2). Niech W ⊂ Cm be
‘
dzie domknie

‘
ciem zbioru f(Cn) oraz k = dimW .

Oczywíscie k ≤ n. Niech V = {(w1, ..., wm) ∈ W : wm = 0}. Mamy dwa przypadki
1◦. k < n. Ponieważ deg fm > 0, wie

‘
c dimV < n−1. Zatem z lematu 2, istnieje

α ∈ CN , że dla Hα ∈ ∆m−n−1(Cm−1) mamy

V ∩ (Hα × {0}) ⊂ {0}.

Wówczas biora
‘
c g = gα mamy, że f−1(0) = g−1(0), co daje teze

‘
w tym przypadku.

2◦. k = n. Wówczas dimV ≤ n− 1. Niech

Γ = {w ∈ V : dim f−1(w) > 0}.

Jest to w myśl [M], Corollary 3.16 i Proposition 2.31 zbiór algebraiczny. Ponadto
dimΓ < n−1, gdyż w przeciwnym przypadku z określenia zbioru Γ i [M], Corollary
3.15 mielibyśmy

n ≤ dim f−1(Γ ) ≤ dim f−1(V ) < n,

co jest niemożliwe. Zatem z lematów 1 i 2, istnieje α ∈ CN , że dla
Hα ∈ ∆m−n−1(Cm−1) mamy

(8) #(V ∩ (Hα × {0})) < ∞

oraz

(9) (Γ ∩ (Hα × {0})) ⊂ {0}.

Niech wobec (8), V ∩ (Hα × {0}) = {z1, ..., zp}. Wówczas

g−1
α (0) = f−1(z1) ∪ . . . ∪ f−1(zp).

Zatem biora
‘
c g = gα mamy, że f−1(0) jest suma

‘
pewnych sk ladowych nierozk la-

dalnych zbioru g−1(0). Jeśli #f−1(0) < ∞, to w myśl (9) każdy zbiór f−1(z1),...,
f−1(zp) jest skończony. To daje teze

‘
w tym przypadku i kończy dowód twierdzenia 1.
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On fibres of polynomial mappings

Summary. We show that investigations of fibers of polynomial mappings f :
Cn → Cm can be reduced to the ones, where m ≤ n (theorem 1). From this
fact we obtain the Kollár’s inequality for the  Lojasiewicz exponent in the case of
polynomial mappings f such that m > n. Moreover, we prove a P loski’s hypothesis
on an estimation of the global degree of fibres of polynomial mappings.

Bronis lawów, 12 – 16 stycznia, 1998 r.


