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GENERYCZNE PRZECIE
‘
CIA

ZBIORU ALGEBRAICZNEGO

HIPERP LASZCZYZNAMI

Stanis law Spodzieja ( Lódź)

Streszczenie. Niech V ⊂ CN be
‘
dzie zbiorem algebraicznym i S podprzestrzenia

‘
liniowa

‘
CN . W pracy pokazujemy, że indeks przecie

‘
cia w sensie Tworzewskiego

zbiorów V i S jest osia
‘
gnie

‘
ty na generycznym uk ladzie hiperp laszczyzn zawieraja

‘
-

cych S.

1. Wste
‘
p

Cyklem algebraicznym w CN nazywamy formalna
‘

sume
‘
Z =

∑j
i=1 αiCi, gdzie

αi ∈ Z oraz Ci sa
‘

nierozk ladalnymi, parami różnymi, zbiorami algebraicznymi w

CN . Zbiory Ci nazywamy sk ladowymi cyklu, |Z| =
∪j

i=1 Ci — nośnikiem cyklu,
liczby αi — wspó lczynnikami cyklu. Jeśli wszystkie αi > 0, to cykl nazywamy

dodatnim. Liczbe
‘

degZ =
∑j

i=1 αi degCi nazywamy stopniem cyklu Z, liczbe
‘

degx Z =
∑j

i=1 αi degx Ci — stopniem cyklu Z w punkcie x ∈ CN . Jeśli wszystkie
sk ladowe cyklu Z maja

‘
ten sam wymiar k, to Z nazywamy k-cyklem.

Poje
‘
cie cyklu przecie

‘
cia w laściwego zbiorów analitycznych (oraz cykli) przyjmu-

jemy za Draperem [D], poje
‘
cie cyklu przecie

‘
cia niew laściwego za Tworzewskim [T].

Niech N = n + m, gdzie n, m ∈ N, n, m > 0. Oznaczmy S = Cn × {0} ⊂ CN .
Dla zbioru algebraicznego Z ⊂ CN , przez ZS oznaczamy sume

‘
wszystkich sk lado-
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wych nierozk ladalnych zbioru Z zawartych w S, przez Z−ZS — sume
‘

pozosta lych
sk ladowych zbioru Z. Analogiczna

‘
konwencje

‘
stosujemy dla cykli algebraicznych

Z =
∑j

i=1 αiCi. Mianowicie ZS =
∑

Ci⊂S αiCi oraz Z − ZS =
∑

Ci ̸⊂S αiCi.

Niech V ⊂ CN be
‘
dzie zbiorem algebraicznym nierozk ladalnym wymiaru k takim,

że ∅ ̸= V ∩ S ̸= V . Niech r be
‘
dzie wymiarem rzutu zbioru V na {0} × Cm ⊂ CN

(rzut ten jest zbiorem konstruowalnym algebraicznie).
Oznaczmy przez HS zbiór wszystkich uk ladów hiperp laszczyzn (H1, ..., Hr) ta-

kich, że S ⊂ Hi ⊂ CN (HS jest podzbiorem algebraicznym przestrzeni Gr, gdzie
G jest przestrzenia

‘
Grassmana wszystkich podprzestrzeni liniowych CN wymiaru

N−1). Niech HS(V ) ⊂ HS be
‘
dzie podzbiorem wszystkich tych H = (H1, ..., Hr) ∈

HS dla których, przyjmuja
‘
c ZH,0 = V , naste

‘
puja

‘
ce przecie

‘
cia sa

‘
w laściwe

ZH,j = (ZH,j−1 − ZS
H,j−1) ∩Hj , 1 ≤ j ≤ r.

HS(V ) zawiera otwarty w topologii Zariskiego i niepusty podzbiór zbioru HS (patrz
propozycja 1 w punkcie 2). Każdy uk lad H = (H1, ...,Hr) ∈ HS(V ) wyznacza cia

‘
g

cykli przecie
‘
ć w laściwych (w sensie Drapera)

ZH,j = (ZH,j−1 −ZS
H,j−1) ·Hj , 1 ≤ j ≤ r, gdzie ZH,0 = V.

Wówczas ZH,j jest dodatnim (k − j)-cyklem.
W punkcie 5 pracy pokazujemy, naste

‘
puja

‘
ce

Twierdzenie 1. Istnieje otwarty w topologii Zariskiego i niepusty podzbiór H ̸−
S (V )

⊂ HS(V ) taki, że dla każdego H ∈ H ̸−
S (V ), wszystkie wspó lczynniki cykli

ZH,j −ZS
H,j , 1 ≤ j ≤ r − 1

sa
‘

równe 1. �
Weźmy dowolny x ∈ S oraz odwzorowanie

ν̃x : HS(V ) ∋ H 7→ (degx ZS
H,1, . . . ,degx ZS

H,r) ∈ Nr.(∗)

Rozszerzonym indeksem przecie
‘
cia zbioru V z przestrzenia

‘
S w punkcie x nazywa-

my
g̃(x) = min lex{ν̃x(H) : H ∈ HS(V )},

gdzie minlex oznacza minimum w porza
‘
dku leksykograficznym Nr. Zgodnie z [T],

odwzorowanie
g̃ : S ∋ x 7−→ g̃(x) ∈ Nr

nazywamy rozszerzonym indeksem przecie
‘
cia zbioru V z przestrzenia

‘
S.

W punkcie 3 podajemy dowód naste
‘
puja

‘
cej w lasności rozszerzonego indeksu,

znanej w przypadku analitycznym ([T], twierdzenie 5.4). Dowód ten oparty jest na
innej idei niż w [T].

(∗)Przyjmujemy, że 0 ∈ N
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Twierdzenie 2. Rozszerzony indeks przecie
‘
cia g̃ zbioru V z przestrzenia

‘
S jest

odwzorowaniem konstruowalnym algebraicznie i pó lcia
‘
g lym z góry, gdzie w Nr rozważamy

porza
‘
dek leksykograficzny. �

Z twierdzenia 2 wynika, że indeks przecie
‘
cia zbioru V z S określony wzorem

g : S ∋ x 7−→ (suma wspó lrze
‘
dnych g̃(x)) ∈ N

jest funkcja
‘
konstruowalna

‘
algebraicznie. Cyklem przecie

‘
cia zbioru V z przestrzenia

‘
S nazywamy jedyny cykl algebraiczny Z o nośniku zawartym w S taki, że

degx Z = g(x), dla wszystkich x ∈ S,

i oznaczamy V •S (istnienie i jedyność V •S wykazyjemy analogicznie jak w propozy-
cji 2.1(3) z [T]).

Nowak w [N2], wniosek 6 oraz Achilles i Rams w [AR] wniosek 3 wykazali, że
rozszerzony indeks g̃(x) przecie

‘
cia V z S w punkcie x jest osia

‘
gnie

‘
ty na otwartym

w topologii naturalnej i ge
‘
stym podzbiorze zbioru HS(V ). G lównym wynikiem

pracy jest naste
‘
puja

‘
ce (udowodnione w punkcie 6) wzmocnienie tego rezultatu.

Mianowicie, g̃(x) jest osia
‘
gnie

‘
ty na otwartym w topologii Zariskiego i niepustym

podzbiorze zbioru HS(V ). Dowodzimy nawet mocniejszy fakt.

Twierdzenie 3. Istnieje zbiór konstruowalny algebraicznie WS(V ) ⊂ S ×HS(V )
taki, że dla (x,H) ∈ WS(V ) zachodzi

g̃(x) = ν̃x(H)

oraz dla każdego x ∈ S zbiór {H ∈ HS(V ) : (x,H) ∈ WS(V )} jest niepustym i
otwartym w topologii Zariskiego podzbiorem HS(V ). �

W dalszym cia
‘
gu zwrot ”dla generycznego x ∈ U” oznacza, że ”istnieje podzbiór

algebraiczny W taki, że U \W jest ge
‘
sty w U oraz dla każdego x ∈ U \W”.

Przez Cx(W ) oznaczamy stożek styczny do zbioru W ⊂ CN w punkcie x (o
wierzcho lku w punkcie x) w sensie Whitneya [Wh3], strona 510.

Jeśli W ⊂ CN jest zbiorem algebraicznym czystego wymiaru l, to piszemy
dimW ≡ l.

Ponieważ dla funkcji liniowej L : CN → C, L ̸= 0, zbiór H = kerL jest
hiperp laszczyzna

‘
w CN , wie

‘
c w pracy be

‘
dziemy zamiennie używać poje

‘
ć hiper-

p laszczyzny i funkcji liniowej.

2. Przecie
‘
cia zbioru algebraicznego

generycznym uk ladem hiperp laszczyzn

Niech N = n + m, gdzie n, m ∈ N, n, m > 0. Oznaczmy S = Cn × {0} ⊂ CN .
Niech w dalszym cia

‘
gu V ⊂ CN be

‘
dzie zbiorem algebraicznym nierozk ladalnym

wymiaru k takim, że V ∩ S ̸= ∅. Rozważmy rzutowanie

p : CN ∋ (x1, ..., xn, y1, ..., ym) 7−→ (y1, ..., ym) ∈ Cm.
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Niech r = dim p(V ). Jeśli r = 0, to V ⊂ S, wie
‘
c cyklem przecie

‘
cia niew laściwego

zbioru V z przestrzenia
‘
S jest V •S = V . W dalszym cia

‘
gu zajmiemy sie

‘
przypad-

kiem r > 0, a wie
‘
c V ̸⊂ S.

Oznaczmy przez Lj
S zbiór wszystkich odwzorowań liniowych L : CN → Cj takich,

że S ⊂ kerL. Oczywíscie Lj
S możemy utożsamiać z Cmj . Jeśli j = r, to Lj

S ozna-

czamy przez LS . Dla L = (L1, ..., Lj) ∈ Lj
S oznaczamy

ZL,0 = V, ZL,i = (ZL,i−1 − ZS
L,i−1) ∩ kerLi, 1 ≤ i ≤ j.

Niech X0 = V ,

Xj = {(w,L) ∈ CN × Lj
S : w ∈ V \ S, L(w) = 0}, j ≥ 1

oraz
PXj : Xj ∋ (w,L) 7−→ L ∈ Lj

S , j ≥ 1.

Lemat 1. (i) Zbiór Xj jest nierozk ladalny wymiaru k − j + mj.
(ii) Jeśli 0 < j < r, to zbiory

UXj = {L ∈ Lj
S : dim(PXj )−1(L) ≡ k − j},

ŨXj = {L ∈ UXj : dim[(PXj )−1(L) ∩ (S × Lj
S)] < k − j}

sa
‘

otwartymi w topologii Zariskiego i niepustymi podzbiorami Lj
S. Ponadto dla

L ∈ ŨXj mamy

(1) (PXj )−1(L) = (ZL,j − ZS
L,j) × {L}.

(iii) Jeśli j ≥ r, to dla generycznego L ∈ Lj
S mamy

(PXj )−1(L) ∩ (S × Lj
S) = ∅.

Dowód. Bez zmniejszenia ogólności możemy za lożyć, że V0 = {(x1, ..., xn, y1, ..., ym)
∈ V : y1 ̸= 0} jest ge

‘
stym podzbiorem V . Jest to oczywíscie zbiór analityczny

nierozk ladalny (w Cn × (C \ {0}) × Cm−1). Dla w = (x1, ..., xn, y1, ..., ym) ∈ V0,
określamy automorfizm liniowy lw : Cn × Cm ∋ (ξ, t1, ..., tm) 7−→ (ξ, y1t1, y2t1 +

t2, ..., ymt1 + tm). Niech X̃j = {(w,L) ∈ Xj : w ∈ V0} oraz

f : X̃j ∋ (w,L) 7−→ (w,L ◦ lw) ∈ V0 × L̃j
S ,

gdzie L̃j
S = {L ∈ Lj

S : Cn+1 × {(0, ..., 0)} ⊂ kerL}. Oczywíscie f jest biholomor-

fizmem i V0 × L̃j
S jest zbiorem analitycznym nierozk ladalnym wymiary k− j +mj.

W konsekwencji X̃j jest nierozk ladalny. Ponieważ Xj = X̃j , wie
‘
c Xj jest zbiorem

algebraicznym nierozk ladalnym wymiaru k − j + mj. To daje (i).
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Dla L ∈ Lj
S , oznaczamy przez L∗ : Cm → Cj jedyne odwzorowanie liniowe takie,

że L(x, y) = L∗(y) dla x ∈ Cn, y ∈ Cm.

Niech 0 < j < r. Oczywíscie dla każdego L ∈ Lj
S mamy 0 ∈ p(V ) ∩ kerL∗,

wie
‘
c codim(p(V ) ∩ kerL∗) < m, zatem (PXj )−1(L) ̸= ∅. To daje, że PXj jest

odwzorowaniem dominuja
‘
cym i w konsekwencji z wniosku 3.15 w [M], UXj zawiera

podzbiór otwarty w topologii Zariskiego. Z wniosków 3.16 i 3.14 w [M] mamy,
że (PXj )−1(UXj ) jest otwartym w topologii Zariskiego podzbiorem Xj . Sta

‘
d i z

twierdzenia Remmerta o odwzorowaniach otwartych dostajemy, że UXj jest zbiorem
otwartym w topologii Zariskiego. Poste

‘
puja

‘
c analogicznie dla każdej sk ladowej

nierozk ladalnej zbioru Xj ∩ (S × Lj
S) dostajemy, że ŨXj również jest otwartym w

topologii Zariskiego podzbiorem Lj
S . Dla L ∈ ŨXj mamy

(PXj )−1(L) = ZL,j \ S × {L} = (ZL,j − ZS
L,j) × {L}.

To daje (1) i w konsekwencji daje (ii).
Niech teraz j ≥ r. Przypuśćmy przeciwnie, że (iii) nie zachodzi. Wówczas PXj

jest dominuja
‘
ce i analogicznie jak powyżej mamy, że dla generycznego L ∈ Lj

S ,
dim(PXj )−1(L) ≡ k − j, ponadto

(PXj )−1(L) =
[
p−1((p(V ) \ {0}) ∩ kerL∗) × {L}

]
∪
[
(PXj )−1(L) ∩ (S × Lj

S)
]
.

Oczywíscie dla generycznego L ∈ Lj
S zbiór (p(V ) \ {0}) ∩ kerL∗ jest skończony i

nie zawiera punktu 0, wie
‘
c p−1((p(V ) \ {0})∩ kerL∗)∩S = ∅. W konsekwencji dla

generycznego L ∈ Lj
S , dim[(PXj )−1(L) ∩ (S × Lj

S)] ≡ k − j, co jest niemożliwe, bo
dimV ∩ S < k. Otrzymana sprzeczność daje (iii) i kończy dowód. �

Niech

Y 1 = {(w,L) ∈ CN × L1
S : w ∈ V, L(w) = 0},

Y j = {(w,L1, ..., Lj) ∈ CN × Lj
S : (w,L1, ..., Lj−1) ∈ Xj−1, Lj(w) = 0}, j ≥ 2

oraz
PY j : Y j ∋ (w,L) 7−→ L ∈ Lj

S .

Przechodza
‘
c do sk ladowych nierozk ladalnych zbioru Y j , stosuja

‘
c lemat 1 i po-

ste
‘
puja

‘
c analogicznie jak w dowodzie tego lematu dostajemy

Lemat 2. (i) Jeśli 1 ≤ j ≤ r, to istnieje zbiór otwarty w topologii Zariskiego i

niepusty UY j ⊂ Lj
S taki, że dla każdego L ∈ UY j mamy dim(PY j )−1(L) ≡ k − j.

Ponadto, dla L ∈ UY j mamy

(PY j )−1(L) = ZL,j × {L}.

(ii) dla j > r i generycznego L ∈ Lj
S mamy

(PY j )−1(L)∩(S × Lj
S) = ∅. �
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Oznaczmy przez

US(V ) = {(L1, ..., Lr) ∈ UY r : (L1, ..., Lj) ∈ ŨXj ∩ UY j , 1 ≤ j ≤ r − 1},

LS(V ) = {(L1, ..., Lr) ∈ LS : przecie
‘
cia ZL,j = (ZL,j−1 − ZS

L,j−1) ∩ kerLj ,

1 ≤ j ≤ r sa
‘
w laściwe i niepuste},

gdzie przyjmujemy ZL,0 = V .

Propozycja 1. Zbiór US(V ) jest otwartym w topologii Zariskiego i niepustym
podzbiorem LS oraz

US(V ) ⊂ LS(V ).

Ponadto dla L ∈ US(V ) mamy (ZL,r − ZS
L,r) ∩ S = ∅.

Dowód. W myśl lematu 1 i 2 mamy, że zbiór US(V ) jest otwartym w topologii
Zariskiego i niepustym podzbiorem LS i oczywíscie zawiera sie

‘
w LS(V ). To daje

teze
‘
. �

3. Krotność odwzorowania regularnego w punkcie

Jeśli X ⊂ CN jest zbiorem algeraicznym oraz f : X → Cn jest odwzorowaniem
regularnym, to dla x ∈ X, przez µx(f) oznaczamy krotność odwzorowania f w
punkcie x, to znaczy

µx(f) = inf
ε>0

[lim sup
y→x

#(f−1(f(y)) ∩B(x, ε))],

gdzie B(x, ε) oznacza kule
‘

w CN o środku x i promieniu ε. Ponadto, jeśli x ̸∈ X,
to przyjmujemy µx(f) = 0.

W przypadku, gdy X jest zbiorem czystego wymiaru, f jest dominuja
‘
ce i x

jest punktem izolowanym w lókna f−1(f(x)), to µx(f) jest krotnościa
‘
∗-nakrycia

f |∆ : ∆ → f(∆), gdzie ∆ ⊂ X jest dostatecznie ma lym otoczeniem punktu x (lemat
3.11 i twierdzenie 3.13 w [M] oraz twierdzenie Andreottiego-Stolla w [ L], V.7.2, patrz
też definicja 3.12 w [M] w przypadku, gdy X jest rozmaitościa

‘
afiniczna

‘
).

Lemat 3 (por. [Wh1], VII.8, twierdzenie 8E). Niech X ⊂ CN be
‘
dzie zbiorem

algebraicznym, dimX ≡ n i niech f : X → Cn be
‘
dzie odwzorowaniem regularnym

dominuja
‘
cym. Wówczas funkcja

µ : X ∋ x 7−→ µx(f) ∈ N ∪ {+∞}

jest konstruowalna algebraicznie i pó lcia
‘
g la z góry. Ponadto dla każdego x ∈ X

takiego, że µx(f) < +∞ i dostatecznie ma lego otoczenia Ω ⊂ X punktu x zbiór
f(Ω) ⊂ Cn jest otwarty i dla każdego t ∈ f(Ω),

µx(f) =
∑

w∈f−1(t)∩Ω

µw(f).
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Dowód. Druga cze
‘
ść tezy wynika prosto z definicji krotności odwzorowania i twier-

dzenia Remmerta o odwzorowaniach otwartych.
Udowodnimy pierwsza

‘
cze

‘
ść. Pokażemy najpierw, że dla dowolnego zbioru alge-

braicznego nierozk ladalnego Z ⊂ X istnieje s ∈ N∪{+∞} takie, że dla generycznego
x ∈ Z mamy µx(f) = s. Istotnie, weźmy dowolny zbiór algebraiczny nierozk ladalny
Z ⊂ X. Niech s = min{µx(f) : x ∈ Z}. Wystarczy rozważyć przypadek, gdy

s < +∞. Z twierdzenia Chevalley’a ([M], propozycja 2.31), zbiór W = f(Z)
jest algebraiczny i oczywíscie nierozk ladalny. Ponieważ s < +∞, wie

‘
c istnieje

x ∈ Z taki, że x jest punktem izolowanym w lókna f−1(f(x)). Sta
‘
d dostajemy, że

dimW = dimZ ([M], twierdzenie 3.13). Z propozycji 3.17 w [M] wynika, że istnieja
‘

w laściwe podzbiory algebraiczne W ′ ⊂ W , Z ′ ⊂ Z takie, że f |Z\Z′ : Z\Z ′ → W\W ′

jest nakryciem nierozga le
‘
zionym. Niech Z ′′ = {x ∈ Z : µx(f) = +∞} oraz Z ′′′

be
‘
dzie zbiorem punktów osobliwych zbioru f−1(W ). Oznaczmy Z∗ = Z ′∪Z ′′∪Z ′′′.

Niech
Z0 = {x ∈ Z \ Z∗ : µx(f) = s}.

Pokażemy, że
Z0 = Z \ Z∗.

Istotnie, niech x0 ∈ Z be
‘
dzie takim punktem, że µx0(f) = s. Wówczas x0 jest

punktem izolowanym w lókna f−1(f(x0)). Z lematu 3.11 w [M] istnieje otoczenie
Ω ⊂ X punktu x0 takie, że f(Ω) ⊂ Cn jest zbiorem otwartym oraz f |Ω : Ω → f(Ω)
jest odwzorowaniem w laściwym. Zmniejszaja

‘
c ewentualnie Ω możemy za lożyć, że

f(Ω) jest zbiorem spójnym oraz f−1(f(x0)) ∩ Ω = {x0}. Wówczas z twierdzenia
Andreottiego-Stolla ([ L], V.7.2) dostajemy  latwo, że∑

w∈f−1(f(x))∩Ω

µw(f) = s, dla x ∈ Ω.

Sta
‘
d i z określenia s mamy, że µx(f) = s dla x ∈ Ω ∩ Z. To daje, że zbiór

Z0 jest niepusty i otwarty w przestrzeni Z \ Z∗. Ponieważ Z \ Z∗ jest zbiorem
spójnym ([ L], IV.2.9, wniosek 1 z propozycji 3), wie

‘
c wystarczy pokazać, że Z0 jest

zbiorem domknie
‘
tym w Z \Z∗. Przypuśćmy przeciwnie, że istnieje punkt skupienia

x1 ∈ Z \ Z∗ zbioru Z0 taki, że µx1(f) > s. Wówczas podobnie jak poprzednio
istnieje otoczenie Ω ⊂ X punktu x1 takie, że f |Ω : Ω → f(Ω) jest odwzorowaniem
w laściwym oraz zmniejszaja

‘
c ewentualnie Ω pokazujemy, że∑

w∈f−1(f(x))∩Ω

µw(f) = µx1(f), dla x ∈ Ω ∩ Z.

Sta
‘
d wynika  latwo, że x1 ∈ Z∗. To przeczy przypuszczeniu i daje, że Z0 = Z \ Z∗.
Niech X = X1∪ . . .∪Xr be

‘
dzie rozk ladem zbioru X na sk ladowe nierozk ladalne.

Z poprzedniego mamy, że istnieja
‘
w laściwe podzbiory algebraiczne X ′

i ⊂ Xi takie,
że funkcja µ jest sta la w każdym zbiorze Xi \X ′

i. Biora
‘
c sk ladowe nierozk ladalne

zbioru Z = X ′
1 ∪ . . . ∪ X ′

r i poste
‘
puja

‘
c indukcyjnie dostajemy, że µ jest funkcja

‘
konstruowalna

‘
algebraicznie.
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Powtarzaja
‘
c powyższe rozumowanie dostajemy, że dla każdego l ∈ Z ∪ {+∞},

zbiór {x ∈ X : µ(x) ≥ l} jest algebraiczny. To daje, że µ jest funkcja
‘

pó lcia
‘
g la

‘
z

góry i kończy dowód �
W dalszym cia

‘
gu przez Ai oznaczamy zbiór wszystkich przekszta lceń afinicznych

CN → Ci.
Z lematu 3 dostajemy

Wniosek 1. Jeśli Z jest dodatnim cyklem algebraicznym w CN , to funkcja

νZ : Cn ∋ x 7−→ degx Z ∈ N

jest konstruowalna algebraicznie i pó lcia
‘
g la z góry.

Dowód. Wobec addytywności stopnia lokalnego, wystarczy rozważyć przypadek,
gdy Z = V jest nierozk ladalnym zbiorem algebraicznym. Niech k = dimV . Weźmy
dowolne A ∈ Ak i określmy funkcje

‘

µA : V ∋ x 7−→ µx(A|V ) ∈ N ∪ {+∞}.

Jeśli każdy x ∈ V nie jest punktem izolowanym w lókna (A|V )−1(A(x)), to µA(x) =
+∞ dla x ∈ V . Za lóżmy wie

‘
c, że istnieje x ∈ V który jest punktem izolowanym

w lókna (A|V )−1(A(x)). Wówczas z twierdzenia 3.13 w [M] mamy, że A|V : V →
Ck jest odwzorowaniem dominuja

‘
cym którego generyczne w lókno jest skończone.

Zatem z lematu 3, funkcja µA jest konstruowalna algebraicznie i pó lcia
‘
g la z góry.

Z definicji stopnia lokalnego ([D], §6) mamy, νZ = infA∈Ak µA. Weźmy dowolne
l ∈ N ∪ {+∞}. Wówczas

ν−1
Z (⟨l,+∞⟩) =

∩
A∈Ak

µ−1
A (⟨l,+∞⟩).

Sta
‘
d, wobec pó lcia

‘
g lości z góry i konstruowalności funkcji µA dostajemy, że

ν−1
Z (⟨l,+∞⟩) jest zbiorem algebraicznym. To daje konstruowalność algebraiczna

‘
i pó lcia

‘
g lość z góry funkcji νZ . �

Lemat 4. Niech X ⊂ CN be
‘
dzie zbiorem algebraicznym i gi : X → N, 1 ≤ i ≤ r,

uk ladem odwzorowań konstruowalnych algebraicznie i pó lcia
‘
g lych z góry. Wówczas

odwzorowanie g = (g1, ..., gr) : X → Nr jest konstruowalne algebraicznie i pó lcia
‘
g le

z góry, gdzie w Nr rozważamy porza
‘
dek leksykograficzny. Inaczej, dla dowolnego

I ∈ Nr oraz zbioru Nr
I wszystkich J ∈ Nr nie poprzedzaja

‘
cych I, zbiór g−1(Nr

I) jest
algebraiczny.

Dowód. Dla dowolnego I = (i1, ..., ir) ∈ Nr mamy, że zbiór

g−1(Nr
I) =

r+1∪
j=1

(
g−1
j (⟨ij + 1,+∞)) ∩

j−1∩
l=1

g−1
l (⟨il,+∞))

)
,
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przy oczywistej konwencji dla j = 1 i j = r + 1, jest algebraiczny. To daje, że g
jest odwzorowaniem konstruowalnym algebraicznie i pó lcia

‘
g lym z góry w porza

‘
dku

leksykograficznym. �
Wykorzystuja

‘
c wniosek 1 udowodnimy twierdzenie 2.

Dowód twierdzenia 2. Dla dowolnego H ∈ HS(V ) weźmy odwzorowanie

νH : S ∋ x 7−→ (degx ZS
H,1, ...,deg xZS

H,r).

Ponieważ ZS
H,j jest dodatnim cyklem algebraicznym lub cyklem zerowym, wie

‘
c w

myśl wniosku 1, wszystkie funkcje νH,j : S ∋ x 7−→ degx ZS
H,j sa

‘
konstruowalne

algebraicznie i pó lcia
‘
g le z góry. Sta

‘
d i z lematu 4 mamy, że νH jest odwzorowaniem

konstruowalnym algebraicznie i pó lcia
‘
g lym z góry w porza

‘
dku leksykograficznym.

Z definicji odwzorowania g̃ mamy g̃ = min lex
H∈HS(V )

νH . Sta
‘
d wynika, że dla dowolnego

I ∈ Nr,

g̃−1(Nr
I) =

∩
H∈HS(V )

ν−1
H (Nr

I),

jest zbiorem algebraicznym, wie
‘
c g̃ jest odwzorowaniem konstruowalnym algebra-

icznie i pó lcia
‘
g lym z góry w porza

‘
dku leksykograficznym. �

4. Zbiór przecie
‘
ć zbioru algebraicznego uk ladem hiperp laszczyzn

Zgodnie z propozycja
‘

1, dla każdego L = (L1, ..., Lr) ∈ LS(V ) mamy cia
‘
g

przecie
‘
ć w laściwych

ZL,j = (ZL,j−1 − ZS
L,j−1) ∩ kerLj , 1 ≤ j ≤ r, gdzie ZL,0 = V

oraz cia
‘
g cykli przecie

‘
ć w laściwych

ZL,j = (ZL,j−1 −ZS
L,j−1) · (kerLj), 1 ≤ j ≤ r, gdzie ZL,0 = V.

Oznaczmy M j = LS ×C×Ak−j , 1 ≤ j ≤ r, gdzie Ak−j jest zbiorem wszystkich
odwzorowań afinicznych CN → Ck−j . Dla L ∈ LS , przez L1, ..., Lr oznaczamy jego
wspó lrze

‘
dne, to znaczy L = (L1, ..., Lr).

1. Zbiór przecie
‘
ć ZL,j. Niech 1 ≤ j ≤ r,

Vj = {(x, L, ξ, A) ∈ CN ×M j : (x, L1, ..., Lj−1) ∈ Xj−1, Lj(x) = ξ, A(x) = 0}

oraz
πj : Vj ∋ (x, L, ξ, A) 7−→ (L, ξ,A) ∈ M j .

Stosuja
‘
c lemat 1,  latwo sprawdzamy, że Vj jest zbiorem algebraicznym nierozk la-

dalnym oraz dimVj = dimM j dla 1 ≤ j ≤ r.
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W lasność 1. (i) πj jest odwzorowaniem dominuja
‘
cym, którego generyczne w lókno

jest skończone i niepuste.
(ii) Dla każdego L ∈ US(V ), A ∈ Ak−j mamy

(πj)−1(L, 0, A) = (ZL,j ∩A−1(0)) × {(L, 0, A)}.

(iii) Dla każdego L ∈ US(V ) i generycznego A ∈ Ak−j,

0 < #(πj)−1(L, 0, A) < ∞.

W szczególności dla każdego x ∈ ZL,j i generycznego A takiego, że (x, L, 0, A) ∈ Vj

mamy, że punkt (x, L, 0, A) jest izolowanym punktem w lókna π−1(L, 0, A).

Dowód. Z lematów 1 i 2 dostajemy, że przy ustalonym 1 ≤ j ≤ r oraz L ∈ US(V ),

dla generycznego A ∈ Ak−j , odwzorowanie (V \ S) ∩ kerL1 ∩ ... ∩ kerLj−1 ∋ x 7−→
(Lj(x), A(x)) ∈ C×Ck−j jest dominuja

‘
ce i ma generyczne w lókno skończone. Sta

‘
d

 latwo dostajemy (i). Cze
‘
ści (ii) oraz (iii) wynikaja

‘
bezpośrednio z lematu 2. �

2. Pewne funkcje konstruowalne. Niech

Fj ={(x, L) ∈ CN × US(V ) : (x, L1, ..., Lj) ∈ Y j} dla 1 ≤ j ≤ r,

Fj
0 ={(x, L) ∈ CN × US(V ) : (x, L1, ..., Lj) ∈ Xj} dla 1 ≤ j ≤ r − 1.

W lasność 2. Funkcje

ηj : Fj ∋ (x, L) 7−→ min
(x,L,0,A)∈Vj

µ(x,L,0,A)(π
j) ∈ N dla 1 ≤ j ≤ r,

ηj0 : Fj
0 ∋ (x, L) 7−→ min

(x,L,0,A)∈Vj
µ(x,L,0,A)(π

j) ∈ N dla 1 ≤ j ≤ r − 1.

sa
‘

konstruowalne algebraicznie i pó lcia
‘
g le z góry.

Dowód. Pokażemy teze
‘

dla ηj . Dla ηj0 dowód przebiega analogicznie.
Oznaczaja

‘
c C = {(x, L, ξ, A) ∈ Vj : ξ = 0}, z lematu 3 dostajemy natychmiast,

że µ : C ∋ w 7−→ µw(πj) jest funkcja
‘
konstruowalna

‘
algebraicznie i pó lcia

‘
g la

‘
z góry.

Dla każdego A ∈ Ak−j , niech CA = {(x, L, 0, a) ∈ C : a = A − A(x)}. Wówczas
CA jest śladem zbioru algebraicznego w C. Zatem funkcja µ|CA

jest konstruowalna
algebraicznie i pó lcia

‘
g la z góry. Ponadto przyporza

‘
dkowanie Fj ∋ (x, L) 7−→ A −

A(x) ∈ Ak−j jest odwzorowaniem regularnym. Sta
‘
d wynika, że funkcja ηA : Fj ∋

(x, L) 7−→ µ(x, L, 0, a) ∈ N ∪ {+∞} jest konstruowalna algebraicznie i pó lcia
‘
g la z

góry. Ponieważ ηj = infA∈Ak−j ηA, wie
‘
c ηj jest funkcja

‘
konstruowalna

‘
algebraicznie

i pó lcia
‘
g la

‘
z góry. �

Przyjmijmy dodatkowo ηj(x, L) = 0, gdy (x, L) ̸∈ Fj oraz ηj0(x, L) = 0, gdy

(x, L) ̸∈ F j
0 .
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Wniosek 2. Weźmy dowolny (x, L) ∈ Fj. Wówczas dla A ∈ Ak−j takiego, że
A(x) = 0 mamy

ηj(x, L) = µ(x,L,0,A)(π
j) ⇐⇒ A−1(0) ∩ Cx(ZL,j) = {x}.

Ponadto jeśli TL,j = (ZL,j−1 − ZS
L,j−1) · (kerLj), to

ηj(x, L) = degx TL,j ≤ degx ZL,j , 1 ≤ j ≤ r(2)

ηj0(x, L) = degx(TL,j − T S
L,j) ≤ degx(ZL,j −ZS

L,j), 1 ≤ j ≤ r − 1, x ̸∈ S.(3)

W szczególności ηj(x, L) = ηj0(x, L) dla L ∈ US(V ), x ̸∈ S.

Dowód. Ostatnia cze
‘
ść tezy wynika bezpośrednio z definicji Fj i Fj

0 . Nierówności w
(2) i (3) wynikaja

‘
prosto z definicji cia

‘
gu cykli przecie

‘
ć ZL,j . Udowodnimy równości

w (2) i (3).
Udowodnimy najpierw równość w (2) dla j = 1. Ponieważ TL,1 = V · (kerL1),

wie
‘
c aby obliczyć stopień degx TL,1, wystarczy (wobec twierdzenia 6.3 w [D]) wzia

‘
ć

podprzestrzeń afiniczna
‘
A−1(0) ⊂ CN , gdzie A ∈ Ak−1, wymiaru N−k+1 taka

‘
, że

A−1(0)∩Cx(V ∩kerL1) = {x} i obliczyć krotność przecie
‘
cia w laściwego izolowanego

V · (kerL1) ·A−1(0) = V · ((kerL1) ∩A−1(0))

(patrz twierdzenie 5.1 z [D]). Wówczas dla generycznego A ∈ Ak−j takiego, że
A(x) = 0, mamy

degx T1 = i(V · (kerL1 ∩A−1(0)), x),

gdzie prawa strona oznacza krotność w laściwego przecie
‘
cia izolowanego zbiorów

analitycznych V i kerLj∩A−1(0) w punkcie x (definicja 3.4 w [D]). Weźmy dowolne

otoczenie ograniczone Ω ⊂ CN punktu x takie, że V ∩kerL1∩A−1(0)∩Ω = {x}. Z
powyższego, istnieje otoczenie ∆ ⊂ M j punktu (L, 0, A) takie, że dla generycznego
(l, ξ, a) ∈ ∆, przecie

‘
cie V ∩ (l−1

1 (ξ) ∩ a−1(0)) jest transwersalne. Sta
‘
d i z definicji

krotności przecie
‘
cia w laściwego izolowanego (patrz [Wi], Section 4) mamy, że

i(V · (kerL1 ∩A−1(0)), x) = µ(x,L,0,A)(π
1) = η1(x, L).

Ponieważ Z1 = T1, wie
‘
c degx T1 = degx Z1. Sta

‘
d dostajemy (2) w przypadku j = 1.

W szczególności jeśli A−1(0) ∩ Cx(V ∩ kerL1) = {x}, to η1(x, L) = µ(x,L,0,A)(π
1).

Z powyższego, uwzgle
‘
dniaja

‘
c twierdzenie 6.3 z [D] dostajemy implikacje

‘
przeciwna

‘
.

Mamy wie
‘
c pierwsza

‘
cze

‘
ść tezy dla j = 1. Analogicznie pokazujemy (2) i pierwsza

‘
cze

‘
ść tezy dla pozosta lych 2 ≤ j ≤ r.

Niech teraz x ̸∈ S. Udowodnimy równości w (3). Z definicji funkcji ηj i ηj0 i
lematu 3 dostajemy, że dla każdego A ∈ Ak−j takiego, że A−1(0)∩Cx(ZL,j) = {x}
istnieja

‘
dowolnie ma le otoczenia x ∈ Ω ⊂ CN , A ∈ ∆̃ ⊂ Ak−j takie, że dla
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generycznego a ∈ ∆̃ (to znaczy a−1(0) przecina transwersalnie ZL,j i nie przecina
ZS
L,j ∩Ω) mamy

ηj0(x, L) =
∑

w∈Ω∩(ZL,j−ZS
L,j)

a(w)=0

ηj0(w,L) =
∑

w∈Ω∩ZL,j\S
a(w)=0

ηj(w,L).

Analogicznie, dla generycznego a ∈ ∆̃ mamy

degx(TL,j − T S
L,j) =

∑
w∈Ω∩(ZL,j−ZS

L,j)

a(w)=0

degw(TL,j − T S
L,j) =

∑
w∈Ω∩ZL,j\S

a(w)=0

degw TL,j .

Z powyższego i z (2) dostajemy (3). �

5. Dowód twierdzenia 1

Udowodnimy teraz twierdzenie 1. Dok ladniej pokażemy

Propozycja 2. Istnieje otwarty w topologii Zariskiego i niepusty podzbiór U ̸−
S (V )

⊂ US(V ) taki, że dla każdego L ∈ U ̸−
S (V ), wszystkie wspó lczynniki cykli

ZL,j −ZS
L,j , 1 ≤ j ≤ r − 1

sa
‘

równe 1.

Dowód. Oznaczmy przez U>
S (V ) zbiór wszystkich L ∈ US(V ) spe lniaja

‘
cych teze

‘
propozycji. Pokażemy najpierw, że zbiór U>

S (V ) jest ge
‘
stym podzbiorem LS(V ).

Podobnie jak w dowodzie lematu 1, dla L ∈ L1
S , przez L∗ oznaczamy jedyna

‘
funkcje

‘
liniowa

‘
L∗ : Cm → C taka

‘
, że L∗(y) = L(x, y) dla x ∈ Cn, y ∈ Cm. Niech

Γ = p(V ) ⊂ Cm. Pokażemy najpierw, że dla generycznej funkcji L ∈ L1
S , przecie

‘
cie

Γ ∩ kerL∗ jest transversalne (to znaczy dla każdej sk ladowej nierozk ladalnej Γ1

zbioru Γ ∩ kerL∗ istnieje y ∈ Γ1, że Γ przecina kerL∗ transversalnie w punkcie y).
Istotnie, niech

C4(Γ ) = {(y, v) ∈ Γ × Cm : v ∈ Cy(Γ )}.

W myśl twierdzenia 5.1 z [Wh2], C4(Γ ) jest nierozk ladalnym zbiorem analitycznym.
Ponadto dimC4(Γ ) = 2r.  Latwo sprawdzamy, że jest to zbiór algebraiczny. Niech

W = {(y, v, L) ∈ C4(Γ ) × L1
S : L∗(y) = L∗(v) = 0}.

Biora
‘
c rzutowanie W ∋ (y, v, L) 7−→ (y, v)  latwo pokazujemy (ponieważ r > 1), że

dimW ≤ 2r+m−2. Z lematu 1 dostajemy, że rzutowanie Π : W ∋ (y, v, L) 7−→ L ∈
L1
S jest odwzorowaniem dominuja

‘
cym. W konsekwencji dla generycznego L ∈ L1

S

mamy dim Π−1(L) ≤ 2r−2. To, wobec definicji zbioru W daje, że dla generycznego
L ∈ L1

S przecie
‘
cie Γ ∩ kerL∗ jest transversalne. Z powyższego  latwo wynika, że dla
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generycznego L ∈ L1
S przecie

‘
cie V ∩kerL jest transversalne w CN \S. Powtarzaja

‘
c

indukcyjnie powyższe rozumowanie dostajemy, że U>
S (V ) jest ge

‘
stym podzbiorem

zbioru LS(V ).

Sta
‘
d, uwzgle

‘
dniaja

‘
c wniosek 2, wobec pó lcia

‘
g lości z góry funkcji ηj0 dostajemy,

że funkcje ηj0 przyjmuja
‘

wartość równa
‘

1 na otwartych w topologii Zariskiego i

niepustych podzbiorach Dj zbiorów Fj
0 . Wobec nierozk ladalności Fj

0 (patrz lemat 1

i definicja zbioru Fj
0 ) mamy, że Dj jest ge

‘
stym podzbiorem Fj

0 . Rzuty zbiorów Dj sa
‘

otwartymi podzbiorami LS (z twierdzenia Remmerta o odwzorowaniach otwartych).
Zatem, w myśl wniosku 2, istnieje zbiór otwarty w topologii Zariskiego i niepusty

U ̸−
S (V ) ⊂ U>

S (V ) taki, że dla L ∈ U ̸−
S (V ), wszystkie wspó lczynniki cykli TL,j −T S

L,j ,
1 ≤ j ≤ r − 1 sa

‘
równe 1. Sta

‘
d i z definicji cia

‘
gu ZL,j dostajemy teze

‘
. �

6. Dowód twierdzenia 3

Niech
νj : S × U ̸−

S (V ) ∋ (x, L) 7−→ degx ZS
L,j , 1 ≤ j ≤ r.

Pokażemy, że funkcje νj sa
‘

konstruowalne algebraicznie i pó lcia
‘
g le z góry. Jeśli

j = r, to z twierdzenia 1, wniosku 2 i lematu 2 mamy, że νj(x, L) = ηj(x, L), wie
‘
c

powyższa obserwacja wynika z w lasności 2.
Za lóżmy teraz, że 1 ≤ j ≤ r − 1. Niech

Ej = {(x, L,A) ∈ CN × U ̸−
S (V ) ×Ak−j : (x, L) ∈ F j

0 , A(x) = 0},

Πj : Ej ∋ (x, L,A) 7−→ (L,A) ∈ U ̸−
S (V ) ×Ak−j

oraz
δj : Fj

0 ∋ (x, L) 7−→ min
(x,L,A)∈Ej

µ(x,L,A)(Π
j) ∈ N.

Podobnie jak we w lasności 2 pokazujemy, że δj jest funkcja
‘

konstruowalna
‘

alge-
braicznie i pó lcia

‘
g la

‘
z góry. Ponadto z definicji zbioru Fj

0 dostajemy  latwo, że dla

(x, L) ∈ F j
0 mamy δj(x, L) = degx(ZL,j − ZS

L,j). Sta
‘
d i z twierdzenia 1 mamy

(4) δj(x, L) = degx(ZL,j −ZS
L,j).

Ponadto jeśli A ∈ Ak−j , A−1(0) ∩ Cx(ZL,j − ZS
L,j) = {x}, to

(5) δj(x, L) = µ(x,L,A)(Π
j).

Po lóżmy dodatkowo δj(x, L) = 0, gdy (x, L) ̸∈ F j
0 . Z wniosku 2 i poprzedniego, dla

x ∈ S, L ∈ U ̸−
S (V ) mamy

νj(x, L) = ηj(x, L) − δj(x, L),

czyli νj jest funkcja
‘
konstruowalna

‘
algebraicznie.
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Weźmy dowolny (x, L) ∈ F j
0 i niech A ∈ Ak−j be

‘
dzie takie, że A−1(0) ∩

Cx(ZL,j) = {x}. Wówczas dla dowolnie ma lego otoczenia Ω ⊂ CN punktu x

istnieje otoczenie ∆ ⊂ U ̸−
S (V ) × Ak−j punktu (L,A) takie, że dla generycznego

(l, a) ∈ ∆ oraz w ∈ a−1(0) ∩ ZL,j ∩Ω mamy a−1(0) ∩ Cw(Zl,j) = {w}. W konsek-
wencji, z lematu 3, wniosku 2 i (5), dla generycznego (l, a) ∈ ∆ mamy

ηj(x, L) − δj(x, L) =
∑

w∈Ω∩Zl,j

a(w)=0

ηj(w, l) −
∑

w∈Ω∩Zl,j

a(w)=0

δj(w, l).

Sta
‘
d, z wniosku 2 i (4) dla generycznego (l, a) ∈ ∆ mamy

(6) νj(x, L) =
∑

w∈Ω∩ZS
l,j

a(w)=0

degw ZS
l,j .

Zmniejszaja
‘
c ewentualnie ∆ i dla każdego (l, a) ∈ ∆ powtarzaja

‘
c (6) we wszystkich

punktach w ∈ a−1(0) ∩ ZS
l,j ∩Ω dostajemy, że (6) zachodzi dla każdego (l, a) ∈ ∆.

Sta
‘
d  latwo dostajemy pó lcia

‘
g lość z góry funkcji νj .

Reasumuja
‘
c twierdzenie 3 wynika natychmiast z lematu 4 i wniosku 3 w [AR].
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The generic intersections of algebraic set by hyperplanes

Summary. Let V ⊂ CN be an algebraic set and S be a linear subspace of CN .
In the paper we show that the intersection index in the Tworzewski sense of V and
S at a point x ∈ V ∩S is attained on the generic system of hyperplanes containing
S.
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