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Streszczenie. Opieraja̧c siȩ na twierdzeniu Koebego o pokryciu, przedstawiamy
dowody wzoru Kuo i Lu na wyk ladnik  Lojasiewicza gradientu funkcji holomor-
ficznej w zerze oraz wzoru Ha na wyk ladnik  Lojasiewicza gradientu wielomianu w
nieskończoności.

Wstȩp

W pracy pokazujemy zastosowanie twierdzenia Koebego o pokryciu do badania
wyk ladnika  Lojasiewicza gradientu funkcji holomorficznej.

Profesor Zygmunt Charzyński stosowa l twierdzenie Koebego o pokryciu
(patrz [10]) do lokalnego odwrócenia wielomianu (patrz [2], [3]). Metoda̧ ta̧ można
udowodnić nastȩpuja̧ca̧ wersjȩ twierdzenia Smale’a (patrz [21], str. 33).

Lemat 1. Niech P : C → C bȩdzie wielomianem stopnia d > 1 oraz niech
φ1, ..., φd ∈ C i ξ1, ..., ξd−1 ∈ C bȩda̧ wszystkimi pierwiastkami odpowiednio P i P ′.
Wówczas

2d−2

3d
min
i ̸=j

(|φi − φj ||P ′(φi)|) ≤ min
1≤k≤d−1

|P (ξk)| ≤ 4 min
i ̸=j

(|φi − φj ||P ′(φi)|).

Lemat ten znajduje siȩ w pracy [8], lemat 3.2. Aby artyku l uczynić niezależnym
przedstawimy dowód tego lematu w punkcie 1.
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W oparciu o lemat 1 i wersjȩ twierdzenia Puiseux z parametrem (punkt 2) w
punkcie 3 przedstawimy elementarny dowód twierdzenia Kuo i Lu (twierdzenie 5,
patrz [13], twierdzenie A, porównaj [1], twierdzenie 2, [17], Appendix) wyrażaja̧cego
wyk ladnik  Lojasiewicza gradientu funkcji holomorficznej f w terminach zer f .

Lemat 1 odgrywa również kluczowa̧ rolȩ w dowodzie wzoru Ha (twierdzenie 13
i wniosek 16, por. [9] twierdzenia 1.4.3 i 1.4.1, patrz również [7], [8]), który jest
przeniesieniem twierdzenia Kuo i Lu na przypadek wyk ladnika  Lojasiewicza gra-
dientu wielomianu w nieskończoności. Dowody te, przedstawiamy w punktach 4
i 5. Dowód twierdzenia 4 opiera siȩ również na wersji twierdzenia Puiseux w
nieskończoności. Omawiany lemat 1 daje prosta̧ interpretacjȩ geometryczna̧ punktu
krytycznego w nieskończoności wielomianu podana̧ w punkcie 6 (w lasność 17 i
twierdzenie 18).

1. Dowód lematu 1

Dla a ∈ C i r > 0 oznaczamy D(a, r) = {z ∈ C : |z − a| < r}.
Bez straty ogólności można za lożyć, że wielomianu P jest moniczny. Niech

R = min
1≤k≤d−1

|P (ξk)|, r = min
i̸=j

|φi − φj ||P ′(φi)|.

Pomijaja̧c trywialne przypadki za lóżmy, że φi ̸= φj dla i ̸= j, czyli R > 0, r > 0.
Udowodnimy nierówność

(1) 2d−2

3d
r ≤ R.

Dla i ∈ {1, ..., d}, niech ji ∈ {1, ..., d} bȩdzie takie, że |φi − φji | = mini ̸=j |φi − φj |.
Oznaczaja̧c ri = 1

2 |φi −φji |, Mi = ( 3
2 )d−1ri|P ′(φi)|, Di = D(φi, ri) dla i = 1, ..., d,

mamy

|P (z)| = |z − φi|
∏
j ̸=i

|z − φj | ≤ 1
2 |φi − φji |

∏
j ̸=i

( 3
2 |φi − φj |) = Mi dla z ∈ Di

oraz

2d−2

3d
r ≤ 2d−2

3d
|φi − φji ||P ′(φi)| =

r2i |P
′(φi)|2

6Mi
dla i = 1, ..., d.

Sta̧d i z twierdzenia 12.7 w [20], Ch. VII, dostajemy

D(0, 2
d−2

3d
r) ⊂ D(0,

r2i |P
′(φi)|2

6Mi
) ⊂ P (Di), i = 1, ..., d.

Ponieważ Di ∩ Dj = ∅ dla i ̸= j, wiȩc dla każdego w ∈ D(0, 2
d−2

3d
r) zachodzi

#P−1(w) = d, zatem P nie ma wartości krytycznych w D(0, 2
d−2

3d
r). W konsek-

wencji 2d−2

3d
r ≤ R, czyli mamy (1).

Udowodnimy teraz

(2) R ≤ 4r.
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Niech G = P−1(D(0, R)). Wówczas P |G : G → D(0, R) jest nakryciem nieroz-
ga lȩzionym d-krotnym. Zatem G = G1 ∪ . . . ∪ Gd, gdzie G1, ..., Gd sa̧ obszarami
oraz P |Gi : Gi → D(0, R) jest biholomorfizmem dla i = 1, ..., d. Oznaczmy fi =
(P |Gi)

−1 : D(0, R) → Gi. Wówczas, po ewentualnej zmianie kolejności funkcji fi,
można za lożyć, że φi = fi(0), i = 1, ..., d. Weźmy dowolne i ∈ {1, ..., d} i po lóżmy

gi(w) = 1
Rf ′

i(0)
[fi(wR) − φi], w ∈ D(0, 1).

gi jest różnowartościowa̧ funkcja̧ holomorficzna̧ taka̧, że gi(0) = 0 oraz g′i(0) = 1.
Zatem, z twierdzenia Koebego o pokryciu (patrz [10]), mamy D(0, 14 ) ⊂ gi(D(0, 1)).

W konsekwencji D
(

0,
R|f ′

i(0)|
4

)
⊂ Rf ′i(0)gi(D(0, 1)) = fi(D(0, R)) − φi, (1). Sta̧d,

D(φi,
R|f ′

i(0)|
4 ) ⊂ fi(D(0, R)) = Gi, i = 1, ..., d.

Ponieważ φj ̸∈ Gi dla i ̸= j wiȩc z powyższego, R
4|P ′(φi)| =

R|f ′
i(0)|
4 ≤ |φi − φj |,

i ̸= j, co daje (2) i kończy dowód. �

2. Twierdzenie Puiseux z parametrem

Udowodnimy tutaj pewna̧ wersjȩ twierdzenia Puiseux (por. [16]).
Piszemy g : (Cn, 0) → C zamiast g jest funkcja̧ holomorficzna̧ w otoczeniu punktu

0 ∈ Cn. Jeśli dodatkowo g(0) = 0, to piszemy g : (Cn, 0) → (C, 0). Zamiast pisać
|s| jest dostatecznie ma ly, piszemy |s| ≪ 1. Dla z = (x, y) ∈ C2 przyjmujemy
|z| = max(|x|, |y|).

Lemat 2. Niech f : (C2, 0) → (C, 0) bȩdzie funkcja̧ holomorficzna̧ oraz niech
d = ord f = ord f(0, y), gdzie 1 < d < +∞ (2). Wówczas istnieja̧: dodatnia liczba
ca lkowita N , nigdzie nie znikaja̧ca funkcja holomorficzna ω : (C3, 0) → C, funkcje
holomorficzne φi : (C2, 0) → (C, 0) takie, że dla |s| ≪ 1 zachodzi ordφi(x, s) ≥ N ,
i = 1, ..., d (3), że w pewnym otoczeniu zera mamy

f(tN + sy, y) = ω(t, s, y)
∏d
i=1(y − φi(t, s)).

Dowód. Bez straty ogólności możemy za lożyć, że f ma w zerze kie lek nierozk la-
dalny. Z za lożenia d = ord f = ord f(0, y) dostajemy, że ord f(x + sy, y) =
ord f(sy, y) = d dla |s| ≪ 1. Stosuja̧c twierdzenie przygotowawcze Weierstrassa
([14], C.2.4), istnieje nigdzie nie znikaja̧ca funkcja g : (C3, 0) → C oraz pseudowie-
lomian wyróżniony

P (x, s, y) = yd + a1(x, s)yd−1 + · · · + ad(x, s),

1Jeśli A ⊂ C i b ∈ C, to przyjmujemy A− b = {a− b : a ∈ A} oraz bA = {ab : a ∈ A}.
2Jeśli F = (f1, ..., fm) : G → Cm jest odwzorowaniem holomorficznym, gdzie G ⊂ C2 jest

otoczeniem punktu 0 ∈ C2, to rzȩdem odwzorownia F nazywamy ordF = min1≤i≤m ord0 fi.
3Tutaj ordφ(x, s) oznacza rza̧d funkcji x 7→ φ(x, s) przy ustalonym s.
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gdzie ai : (C2, 0) → (C, 0), ord ai = ord ai(x, s) ≥ i dla |s| ≪ 1 takie, że

f(x+ sy, y) = g(x, s, y)P (x, s, y), w pewnym spójnym otoczeniu zera U ×Ω ×∆,

gdzie U,Ω,∆ ⊂ C. Sta̧d, zmniejszaja̧c ewentualnie U i Ω, dostajemy że dla każdego
(x, s) ∈ U ×Ω, poza ewentualnie w laściwym podzbiorem analitycznym V ⊂ U ×Ω,
funkcja ∆ ∋ y 7→ f(x + sy, y) ma w ∆ dok ladnie d pierwiastków i wszystkie sa̧
jednokrotne.

Z twierdzenia Puiseux ([14], II.6.1) istnieje ψ : (C, 0) → (C, 0), że

τ 7→ (τd, ψ(τ)) jest parametryzacja̧ zbioru f−1(0) w otoczeniu zera.

W konsekwencji oznaczaja̧c

Z = {(x, s, y) ∈ U ×Ω ×∆ : f(x+ sy, y) = 0}

dostajemy, że

(3) (τ, s) 7→ (τd − sψ(τ), s, ψ(τ)) jest parametryzacja̧ zbioru Z w otoczeniu zera.

Ponieważ ord ai(x, 0) ≥ i, wiȩc ordψ ≥ d, zatem τd−sψ(τ)
τd ̸= 0 dla |(τ, s)| ≪ 1. W

konsekwencji, w pewnym otoczeniu zera, istnieje ga la̧ź pierwiastka stopnia d funkcji
τd − sψ(τ). Oznaczaja̧c tȩ ga la̧ź przez κ mamy

(4) τd = (κ(τ, s))d + sψ(τ) dla |(τ, s)| ≪ 1.

Wtedy ordκ = ordκ(τ, s) = 1 dla |s| ≪ 1, wiȩc (τ, s) 7→ (κ(τ, s), s) jest biholomor-
fizmem otoczenia zera na pewne otoczenie zera. Niech (t, s) 7→ (υ(t, s), s) bȩdzie
odwzorowaniem odwrotnym do powyższego. Wówczas z (4),

(υ(t, s))d = td + sψ(υ(t, s)) dla |(t, s)| ≪ 1,

zatem, oznaczaja̧c φ = ψ ◦ υ, z (3) mamy

Φ : (t, s) 7→ (td, s, φ(t, s)) jest parametryzacja̧ zbioru Z w otoczeniu zera.

Oznaczmy przez ε pierwiastek pierwotny stopnia d z jedynki. Zauważmy, że

(5) P (td, s, y) =
∏d
i=1(y − φ(εit, s)) dla |(t, s)| ≪ 1 oraz y ∈ C.

Istotnie, dla |(t, s)| ≪ 1 takich, że (td, s) ̸∈ V oraz i, j ∈ {1, ..., d}, i ̸= j mamy
φ(εit, s) ̸= φ(εjt, s), wiȩc wielomiany zmiennej y w (5) maja̧ te same zbiory pier-
wiastków. Ponieważ sa̧ to wielomiany moniczne, wiȩc pokrywaja̧ siȩ w zbiorze
{(t, s, y) : |(t, s)| ≪ 1, (td, s) ̸∈ V }. Sta̧d i z twierdzenia o identyczności mamy (5).
Przyjmuja̧c ω(t, s, y) = g(td, s, y), φi(t, s) = φ(εit, s), z (5) dostajemy tezȩ. �

3. Wyk ladnik  Lojasiewicza gradientu w zerze

Niech G ⊂ C2 bȩdzie otwartym otoczeniem zera oraz F : G → Cm — odwzo-
rowaniem holomorficznym. Niech X ⊂ G oraz niech 0 bȩdzie punktem skupienia
zbioru X. Wyk ladnikiem  Lojasiewicza w punkcie 0 odwzorowania F na zbiorze X
nazywamy
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L0(F |X) = inf{ν ∈ R : ∃A,B>0 ∀z∈X (|z| < B ⇒ A|z|ν ≤ |F (z)|)}. (4)

Jeśli X = G, to piszemy L0(F ) zamiast L0(F |G) i nazywamy wyk ladnikiem  Loja-
siewicza odwzorowania F w punkcie 0.

Niech w dalszym cia̧gu tego punktu f : G → C bȩdzie funkcja̧ holomorficzna̧
zmiennych z = (x, y) oraz niech Zy = {z ∈ G : ∂f∂y (z) = 0}.

Niech ord f(0, y) = d, 1 < d < +∞. Wówczas (5), istnieje dodatnie liczba
ca lkowita N , że w pewnym otoczeniu zera,

f(tN , y) = α(tN , y)
d∏
i=1

(y − φi(t)),
∂f
∂y (tN , y) = β(tN , y)

d−1∏
k=1

(y − ξk(t)).

gdzie α, β : (C2, 0) → C, ordα = ordβ = 0 oraz φi, ξk : (C, 0) → (C, 0), ordφi ≥ N ,
ord ξk ≥ N , i = 1, ..., d, k = 1, ..., d− 1. Określmy

loy(f) = 1
N max

i ̸=j
[ord(φi(t) − φj(t)) + ord ∂f

∂y (tN , φi(t))].

Piszemy również loy(f(x, y)).
Wobec lematu 1 mamy

loy(f) = 1
N max

1≤k≤d−1
ord f(tN , ξk(t)).

Sta̧d dostajemy  latwo zwia̧zek wyk ladnika  Lojasiewicza gradientu grad f = (∂f∂x ,
∂f
∂y )

funkcji f na zerach pochodnej cza̧stkowej ze sta la̧ loy(f).

W lasność 3. Niech 1 < ord f = ord f(0, y) < +∞. Wówczas L0(f |Zy) = loy(f)
oraz L0(grad f |Zy) = loy(f) − 1. W szczególności L0(grad f) ≥ loy(f) − 1.

W lasność 4. Niech Xs = {z ∈ G : s∂f∂x (z) + ∂f
∂y (z) = 0}, s ∈ C. Wówczas

(6) L0(grad f) = L0(∂f∂x |Xs) dla każdego s ∈ C oprócz co najwyżej jednego.

Dowód. Istotnie, z twierdzenia 1 w [5] wynika, że

L0(grad f) = max{L0(grad f |Xs1), L0(grad f |Xs2)} dla wszystkich s1 ̸= s2.

Zatem L0(grad f) = L0(grad f |Xs) dla każdego s ∈ C oprócz co najwyżej jednego.

Ponieważ L0(grad f |Xs) = L0((∂f∂x , s
∂f
∂x + ∂f

∂y )|Xs) = L0(∂f∂x |Xs), wiȩc mamy (6).�

Stosuja̧c w lasności 3, 4 i lemat 2 udowodnimy poniższe twierdzenie Kuo i Lu
wia̧ża̧ce wyk ladnik  Lojasiewicza gradientu f ze sta la̧ lo∞(f).

4Przyjmujemy inf ∅ = +∞.
5W myśl twierdzenia przygotowawczego Weierstrassa ([14], C.2.4) oraz twierdzenia Puiseux

([14], II.6.1).
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Twierdzenie 5. Jeśli 1 < ord f = ord f(0, y) < +∞, to L0(grad f) = loy(f)−1.

Dowód. Dla s ∈ C oznaczmy Ls(x, y) = (x+ sy, y), Gs = L−1
s (G), gs = f ◦ (Ls|Gs)

oraz Ws = {z ∈ Gs : ∂gs
∂y (z) = 0}, Xs = Ls(Ws). Wtedy Xs = {z ∈ G :

s∂f∂x (z) + ∂f
∂y (z) = 0}. Z lematu 2 i w lasności rzȩdu funkcji dostajemy  latwo

(7) loy(gs) = loy(f(x+ sy, y)) ≤ loy(f(x, y)) dla |s| ≪ 1.

Ponieważ ∂gs
∂x = ∂f

∂x ◦ Ls i ∂gs
∂y = (s∂f∂x + ∂f

∂y ) ◦ Ls, wiȩc z (7) i w lasności 3 mamy

(8) L0(∂gs∂x |Ws) = loy(gs) − 1 ≤ loy(f) − 1 ≤ L0(grad f) dla |s| ≪ 1

oraz L0(∂gs∂x |Ws) = L0(∂f∂x ◦ Ls|Ws) = L0(∂f∂x |Xs) dla |s| ≪ 1. Sta̧d i z w lasności 4,

L0(grad f) = L0(∂gs∂x |Ws) dla |s| ≪ 1,

wiȩc (8) daje tezȩ. �

Z twierdzenia 5 i w lasności 3 dostajemy (por. [1], twierdzenie 1).

Wniosek 6. Jeśli 1 < ord f = ord f(0, y) < +∞, to
L0(grad f) = L0(grad f |Zy) = L0(f |Zy) − 1.

Uwaga 7. Z twierdzenia 5 dostajemy natychmiast, że loy(f) nie zależy od wyboru
uk ladu wspó lrzȩdnych takiego, że ord f = ord f(0, y). Jeśli dodatkowo zachodzi
1 < ord f(x, 0) = ord f(0, y) <∞, to z twierdzenia 5 i w lasności 3,

L0(grad f) = L0(grad f |Zx) = L0(grad f |Zy),

gdzie Zx = {z ∈ G : ∂f∂x (z) = 0}. W konsekwencji

loy(f(x, y)) = loy(f(y, x)).

Uwaga 8. Niech 1 < ord f(x, 0) = ord f(0, y) < ∞. Dla każdej funkcji
g : (C2, 0) → (C, 0) takiej, że ord(f − g) > loy(f) zachodzi ord g = ord g(0, y) = d
oraz loy(g) = loy(f).

Istotnie (por. [18]), ponieważ loy(f) ≥ ord f , wiȩc za lożenie ord(f − g) > loy(f)
implikuje ord g = ord g(0, y) = d. Oznaczmy α = loy(f) − 1, β = ord(f − g) − 1.

Wtedy istnieje C ′ > 0, że | grad(f − g)(z)| ≤ C ′|z|β dla |z| ≪ 1. Z twierdzenia
5 mamy α = L0(grad f), wiȩc istnieje C > 0, że | grad f(z)| ≥ C|z|α dla |z| ≪ 1.
Zatem dla |z| ≪ 1,

| grad g(z)| = | grad f(z) − grad(f − g)(z)| ≥ | grad f(z)| − | grad(f − g)(z)|
≥ C|z|α − C ′|z|β = (C − C ′|z|β−α)|z|α ≥ 1

2C|z|
α.

Sta̧d, L0(grad g) ≤ L0(grad f). Przez symetriȩ warunków mamy L0(grad f) ≤
L0(grad g). To daje L0(grad f) = L0(grad g) i wobec twierdzenia 5 daje tezȩ.
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4. Wyk ladnik  Lojasiewicza gradientu wielomianu w nieskończoności

W punkcie tym przedstawimy dowód wzoru Ha (patrz [9], twierdzenie 1.4.3,
por. [7]) na wyk ladnik  Lojasiewicza gradientu wielomianu w nieskończoności (por.
twierdzenie 5).

Niech F : C2 → Cm bȩdzie odwzorowaniem wielomianowym oraz X ⊂ C2

bȩdzie zbiorem nieograniczonym. Wyk ladnikiem  Lojasiewicza w nieskończoności
odwzorowania F na zbiorze X nazywamy

L∞(F |X) = sup{ν ∈ R : ∃A,B>0 ∀z∈X (|z| ≥ B ⇒ A|z|ν ≤ |F (z)|)}.

Jeśli X = C2, to piszemy L∞(F ) zamiast L∞(F |C2) i nazywamy wyk ladnikiem
 Lojasiewicza w nieskończoności odwzorowania F .

Przez sa̧siedztwo nieskończoności w Cm rozumiemy dope lnienie zbioru zwartego
w Cm. Niech U ⊂ C bȩdzie sa̧siedztwem nieskończoności. Odwzorowanie
h : U → Cm nazywamy meromorficznym w nieskończoności, gdy h jest suma̧ sze-
regu Laurenta postaci

h(x) = αpx
p + αp−1x

p−1 + · · · , x ∈ U, αi ∈ Cm, p ∈ Z.

Jeśli m = 1, to h nazywamy funkcja̧ meromorficzna̧ w nieskończoności. Jeśli h ̸= 0,
to można za lożyć, że αp ̸= 0. Liczbȩ p nazywamy stopniem h i oznaczamy deg h.
Dla h = 0, przyjmujemy deg h = −∞.

Niech w dalszym cia̧gu pracy, f : C2 → C bȩdzie wielomianem zmiennych z =
(x, y), d = deg f = degy f > 1 oraz niech Zy = {z ∈ C2 : ∂f∂y (z) = 0}.

W myśl lematu 4.2 w [6], istnieja̧: a ∈ C \ {0}, dodatnie liczba ca lkowita
N , sa̧siedztwo nieskończoności U ⊂ C, funkcje meromorficzne w nieskończoności
φi, ξk : U → C, degφi ≤ N , deg ξk ≤ N , i = 1, ..., d, k = 1, ..., d − 1 takie, że dla
(t, y) ∈ U × C,

(9) f(tN , y) = a
∏d
i=1(y − φi(t)),

∂f
∂y (tN , y) = ad

∏d−1
k=1(y − ξk(t)).

Przy powyższych oznaczeniach określamy

l∞y (f) = 1
N mini ̸=j [deg(φi(t) − φj(t)) + deg ∂f

∂y (tN , φi(t))].

Piszemy również l∞y (f(x, y)).
Wobec (9), z lematu 1 mamy

(10) l∞y (f) = 1
N min1≤k≤d−1 deg f(tN , ξk(t)).

Sta̧d dostajemy  latwo

W lasność 9. L∞(f |Zy) = l∞y (f) oraz L∞(grad f |Zy) ≤ l∞y (f)−1. W szczegól-
ności L∞(grad f) ≤ l∞y (f) − 1.

Określmy

Λ∞(f) = {λ ∈ C : ∃(zn)⊂Zy
zn → ∞ ∧ f(zn) → λ}.

Z (10) dostajemy natychmiast
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Wniosek 10. l∞y (f − λ) < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy λ ∈ Λ∞(f).

Z twierdzenia 1 w [4] dostajemy odpowiednik w lasności 4 w nieskończoności.

W lasność 11. Niech Xs = {z ∈ C2 : s∂f∂x (z) + ∂f
∂y (z) = 0}, s ∈ C. Wówczas

L∞(grad f) = L∞(∂f∂x |Xs) dla każdego s ∈ C oprócz co najwyżej jednego.

Zachodzi analogiczna do lematu 2, wersja twierdzenia Puiseux w nieskończoności
(por. propozycja 9.1 w [12] i lemat 2 w [11]). Nie zamieszczamy tutaj dowodu tej
wersji, gdyż przebiega on podobnie do dowodu lematu 2.

Lemat 12. Istnieja̧: dodatnia liczba ca lkowita N , sa̧siedztwo nieskończoności
U ⊂ C, otoczenie zera Ω ⊂ C, wielomian α : C → C, α(0) ̸= 0, funkcje holo-
morficzne φi : U × Ω → C takie, że dla s ∈ Ω funkcje U ∋ t 7→ φi(t, s) ∈ C sa̧
meromorficzne w nieskończoności stopni co najwyżej N , i = 1, ..., d oraz

f(tN + sy, y) = α(s)
∏d
i=1(y − φi(t, s)) dla (t, y, s) ∈ U × C×Ω.

Udowodnimy teraz zapowiadana̧ wersjȩ wzoru Ha.

Twierdzenie 13. (i) Jeśli Λ∞(f) = ∅, to L∞(grad f) = l∞y (f) − 1.
(ii) Jeśli Λ∞(f) ̸= ∅, to L∞(grad f) = minλ∈Λ∞(f) l

∞
y (f − λ) − 1.

Dowód. Dla każdego s ∈ C oznaczmy Ls(x, y) = (x + sy, y), gs = f ◦ Ls oraz

Ws = {z ∈ C2 : ∂gs∂y (z) = 0}, Xs = {z ∈ C2 : s∂f∂x (z) + ∂f
∂y (z) = 0}.

Oczywíscie L∞(∂f∂x |Xs) = L∞(∂gs∂x |Ws) dla s ∈ C. Z drugiej strony, z lematu 12
i w lasności stopnia funkcji mamy

(11) l∞y (f) ≤ l∞y (f(x+ sy, y)) = l∞y (gs) dla |s| ≪ 1.

Zatem z w lasności 9 oraz 11 dla 0 < |s| ≪ 1 mamy

(12) L∞(∂gs∂x |Ws) = L∞(grad f) ≤ l∞y (f) − 1 ≤ L∞(gs|Ws) − 1.

Ad. (i) Z za lożenia Λ∞(f) = ∅, w lasności 9 i wniosku 10 wynika l∞y (f) > 0.

Sta̧d i z (12) mamy L∞(gs|Ws) > 0, wiȩc  latwo sprawdzamy, że L∞(∂gs∂x |Ws) =
L∞(gs|Ws) − 1. W konsekwencji (12) implikuje (i).

Pokazalísmy, że jeśli Λ∞(f) = ∅, to l∞y (f) > 0. Z (12) widzimy, że warunek
l∞y (f) > 0, wobec w lasności 9 i wniosku 10 daje, że Λ∞(f) = ∅. Mamy wiȩc:

(13) l∞y (f) > 0 ⇐⇒ Λ∞(f) = ∅.

Ad. (ii) Wobec (12) istnieje 0 < |s| ≪ 1, że L∞(grad f) = L∞(∂gs∂x |Ws). Ponad-

to z za lożenia Λ∞(f) ̸= ∅ i (13) mamy L∞(∂gs∂x |Ws) ≤ −1. Niech U ⊂ C bȩdzie

sa̧siedztwem nieskończoności oraz ψ = (tN , ψ2(t)) : U →Ws bȩdzie odwzorowaniem
meromorficznym w nieskończoności takim, że degψ = N > 0 oraz

(14) 1
N deg ∂gs

∂x ◦ ψ = L∞(∂gs∂x |Ws) ≤ −1 (6).

6Ponieważ deg gs = degy gs dla |s| ≪ 1, wiȩc podobnie jak w (9) pokazujemy, że takie odwzo-

rowanie ψ istnieje.
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W szczególności deg gs ◦ ψ ≤ 0. Oznaczmy λ = limt→∞ gs(ψ(t)). Oczywíscie
λ ∈ C. Bez zmnniejszenia ogólności rozważań można za lożyć, że λ = 0. Wówczas
deg gs ◦ ψ < 0, czyli l∞y (gs) < 0. Sta̧d, z wniosku 10 i (11) mamy 0 ∈ Λ∞(f).
Wtedy

L∞(gs|Ws) − 1 ≤ deg gs◦ψ
N − 1 = 1

N deg ∂gs
∂x ◦ ψ.

To, wraz z (14) i (12) daje L∞(grad f) = l∞y (f) − 1. W konsekwencji

L∞(grad f) ≥ minλ∈Λ∞(f) l
∞
y (f − λ) − 1.

Ponieważ z (12) wynika nierówność przeciwna do powyższej, wiȩc mamy (ii). �.

5. Wyk ladnik  Lojasiewicza gradientu w otoczeniu poziomicy

W tym punkcie udowodnimy wzór Ha ([9], twierdzenie 1.4.1), na wyk ladnik  Lo-
jasiewicza gradientu wielomianu w otoczeniu poziomicy.

Mamy nastȩpuja̧ce (por. [7], twierdzenie 3.3 oraz [8], uwaga 3.7).

Twierdzenie 14. Jeśli 0 ∈ Λ∞(f), to

L∞(f, ∂f∂y ) = L∞(f, grad f) = L∞((f, grad f)|Zy) = l∞y (f).

Dowód. Zauważmy, że

(15) L∞((f, grad f)|Zy) ≤ l∞y (f).

Istotnie dla 1 ≤ k ≤ d− 1 mamy deg ∂f
∂x (tN , ξk(t)) ≤ deg f(tN , ξk(t)), gdyż

(16) deg ∂f
∂x (tN , ξk(t)) +N − 1 = deg(f(tN , ξk(t))′ ≤ deg f(tN , ξk(t)) − 1,

wiȩc, wobec w lasności 9 dostajemy (15).
Pokażemy, że

(17) l∞y (f) ≤ L∞(f, ∂f∂y ).

Istotnie, oznaczmy Z = {z ∈ C2 : f(z) = 0}. Z twierdzenia 1 w [4] mamy

L∞(f, ∂f∂y ) = min{L∞(f |Zy),L∞(∂f∂y |Z)}.

Jeśli L∞(f, ∂f∂y ) = L∞(f |Zy), to z w lasności 9 mamy (17). Za lóżmy, że L∞(f, ∂f∂y ) =

L∞(∂f∂y |Z). Ponieważ 0 ∈ Λ∞(f), wiȩc z wniosku 10 mamy l∞y (f) < 0. Zatem

L∞(∂f∂y |Z) = 1
N min1≤i≤d deg ∂f

∂y (tN , φi(t)) < l∞y (f).

W konsekwencji mamy (17).
Reasumuja̧c, (15), (17) i oczywisty cia̧g nierówności

L∞(f, ∂f∂y ) ≤ L∞(f, grad f) ≤ L∞((f, grad f)|Zy),

daje tezȩ. �
Stosuja̧c lemat o wyborze krzywej ([15], lemat 3.1) dostajemy nastȩpuja̧ca̧ nie-

równość  Lojasiewicza z gradientem (patrz [8], twierdzenie 2.1).
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Twierdzenie 15 (Nierówność  Lojasiewicza). Istnieja̧ C, η > 0, że

|f(z)| < η ⇒ |z|| grad f(z)| ≥ C|f(z)|.

Stosuja̧c twierdzenia 14 i 15 udowodnimy zapowiedziany wzór Ha na wyk ladnik
 Lojasiewicza gradientu wielomianu w otoczeniu poziomicy.

Wniosek 16. Jeśli 0 ∈ Λ∞(f), to dla dostatecznie ma lego otoczenia zera ∆ ⊂ C,

L∞(grad f |f−1(∆)) = l∞y (f) − 1.

Dowód. Z twierdzenia 14 i 15, dla dowolnego otoczenia zera ∆ ⊂ {λ ∈ C : |λ| < η},

(18) L∞(grad f |f−1(∆)) ≥ L∞(f, grad f) − 1 = l∞y (f) − 1.

Ponieważ 0 ∈ Λ∞(f), wiȩc z wniosku 10 mamy l∞y (f) < 0. Analogicznie jak w
dowodzie twierdzenia 14, z (16) i w lasności 9 wynika, że istnieje 1 ≤ i ≤ d− 1, że

1
N deg ∂f

∂x (tN , ξi(t)) ≤ min1≤k≤d−1
1
N deg f(tN , ξk(t)) − 1 = l∞y (f) − 1.

Sta̧d i z twierdzenia 15, deg f(tN , ξi(t)) < 0, wiȩc (tN , ξi(t)) ∈ f−1(∆) dla |t| ≫ 1.
W konsekwencji, L∞(grad f |f−1(∆)) ≤ l∞y (f) − 1, co wraz z (18) daje tezȩ. �

6. Punkty bifurkacyjne wielomianu

Niech C, δ > 0, α ∈ R oraz niech

Xα,C,δ = {(x, y) ∈ C2 : |x| > δ, |f(x, y)| < C|x|α},
Yα,C,δ = {(u, v) ∈ C2 : |u| > δ, |v| < C|u|α},
Fα,C,δ : Xα,C,δ ∋ (x, y) 7→ (x, f(x, y)) ∈ Yα,C,δ.

W lasność 17. l∞y (f) jest najwiȩksza̧ liczba̧ α dla której istnieja̧ C, δ > 0, że
Fα,C,δ jest nakryciem nierozga lȩzionym. Wtedy jest to nakrycie deg f-krotne.

Dowód. Fδ,C,α jest nakryciem wtedy i tylko wtedy, gdy Zy ∩Xα,C,δ = ∅. Z drugiej
strony dla α = l∞y (f), w myśl w lasności 9, istnieja̧ C, δ > 0 takie, że

|f(x, y)| ≥ C|x|α dla (x, y) ∈ Zy, |x| > δ, (7)

W szczególności Zy ∩Xl∞y (f),C,δ = ∅. Ponadto loy(f) jest najwiȩksza̧ liczba̧ spe lnia-

ja̧ca̧ powyższe. To daje tezȩ. �
Mówimy, że λ ∈ C jest punktem typowym w nieskończoności wielomianu f , gdy

istnieje otoczenie ∆ ⊂ C punktu λ oraz zbiór zwarty K ⊂ C2 taki, że

f |f−1(∆)\K : f−1(∆) \K → ∆ jest trywialna̧ wia̧zka̧ klasy C∞.

W przeciwnym razie λ nazywamy punktem bifurkacyjnym w nieskończoności wielo-
mianu f . Zbiór tych punktów bifurkacyjnych oznaczamy B∞(f).

7gdyż  latwo pokazujemy, że istnieje A > 0, że dla (x, y) ∈ Zy takich, że |(x, y)| ≫ 1 zachodzi

|x| ≤ |(x, y)| ≤ A|x|, gdzie |(x, y)| ≫ 1 oznacza ”dla dostatecznie dużych |(x, y)|”.
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Twierdzenie 18. (i) Jeśli l∞y (f) > 0, to B∞(f) = ∅.
(ii) Jeśli l∞y (f) = 0, to B∞(f) ̸= ∅ lecz 0 ̸∈ B∞(f).
(iii) Jeśli l∞y (f) < 0, to 0 ∈ B∞(f).

Dowód. Niech α = l∞y (f) oraz w myśl w lasnści 17, C, δ > 0 bȩda̧ takie, że Fα,C,δ jest
nakryciem nierozga lȩzionym. Za lóżmy, że l∞y (f) ≥ 0. Wówczas istnieje otoczenie
zera ∆ ⊂ C, że

{(u, v) ∈ C2 : |u| > δ, v ∈ ∆} ⊂ Yα,C,δ.

Zatem, oznaczaja̧c K = {(x, y) ∈ C2 : |x| ≤ δ, f(x, y) ∈ ∆}, dostajemy  latwo,
że K jest zbiorem zwartym oraz, że f |f−1(∆)\K : f−1(∆) \K → ∆ jest trywialna̧
wia̧zka̧ klasy C∞. W konsekwencji 0 ̸∈ B∞(f).

Ad. (i) Ponieważ l∞y (f) > 0, wiȩc ze wzoru (10) dostajemy, że dla każdego λ ∈ C
zachodzi l∞y (f − λ) > 0. Zatem z powyższego, λ ̸∈ B∞(f) dla każdego λ ∈ C, czyli
mamy (i).

Ad. (iii). Przypuśćmy przeciwnie, że l∞y (f) < 0 oraz, że 0 ̸∈ B∞(f). Weźmy
dowolne otoczenie zera ∆ ⊂ C. Wobec (10), istnieje ξk, 1 ≤ k ≤ d − 1, że
deg f(tN , ξk(t)) < 0. W szczególności (tN , ξk(t)) ∈ f−1(∆) dla |t| ≫ 1. Ponadto,

1
N deg grad f(tN , ξk(t)) = 1

N deg ∂f
∂x (tN , ξk(t)) < −1.

Reasumuja̧c L∞(grad f |f−1(∆)) < −1. Z drugiej strony, z twierdzenia Ha ([9],

twierdzenie 1.3.2) mamy, że istnieje otoczenie zera ∆̃ ⊂ C, że L∞(grad f |f−1(∆̃)) ≥
−1. Otrzymana sprzeczność daje (iii).

Ad. (ii) Z pierwszej czȩści dowodu mamy 0 ̸∈ B∞(f). Ponieważ l∞y (f) = 0,
wiȩc wobec (10) istnieje λ ∈ C takie, że l∞y (f − λ) < 0. Zatem z (iii) wynika, że
λ ∈ B∞(f). To daje (ii) i kończy dowód. �

Z twierdzenia 18 i wniosku 10 dostajemy natychmiast

Wniosek 19. B∞(f) = Λ∞(f).
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 Lódź, Faculty of Mathematics (Doctoral Thesis) (2001).
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The Koebe covering theorem
and singularities of holomorphic functions

Summary. We use the Koebe covering theorem to prove the Kuo and Lu formula
of the  Lojasiewicz gradient exponent of a holomorphic function at zero and the Ha
formula of  Lojasiewicz gradient exponent at infinity of a polynomial.
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