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0 Wstȩp

Jednym z fundamentalnych problemów w geometrii algebraicznej jest badanie mor-
fizmów z rozmaitości algebraicznych w przestrzenie rzutowe. Szczególnie intere-
suja̧cym przypadkiem morfizmów sa̧ zanurzenia. G lównym celem tej pracy jest
prezentacja dwóch sposobów uogólnienia klasycznego pojȩcia zanurzenia. Obie
wersje zanurzeń wyższego rzȩdu pojawi ly siȩ w literaturze pod koniec lat 80–tych
w pracach Beltramettiego, Francii i Sommese [8], [9] i znalaz ly szybko sta le miejsce
w s lowniku wspó lczesnej geometrii algebraicznej. W ostatnim czasie zanurzenia
wyższego rzȩdu znalaz ly zastosowanie przy badaniu sta lych Seshadriego wia̧zek li-
niowych. Sta le te mierza̧ w szczególności lokalne w lasności wia̧zek liniowych i sa̧
intensywnie studiowane z użyciem zarówno analitycznych [14] jak i algebraicznych
metod [25].

W pocza̧tkowej czȩści pracy wprowadzamy definicje oraz prezentujemy podsta-
wowe w lasności zanurzeń wyższego rzȩdu. W drugiej czȩści pracy prezentujemy
aktualne wyniki i problemy w nadziei, że zainteresowany Czytelnik siȩgnie do ory-
ginalnych prac po bardziej szczegó lowe opisy interesuja̧cych go zagadnień.

Mniej zaawansowanemu Czytelnikowi chca̧cemu zapoznać siȩ z teoria̧ wia̧zek
liniowych na rozmaitościach rzutowych oraz zagadnieniami prowadza̧cymi do
rozważania zanurzeń wyższego rzȩdu polecamy ksia̧żkȩ [11]
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1 Definicje i podstawowe w lasności

Niech X bȩdzie g ladka̧ rozmaitościa̧ algebraiczna̧ i niech L bȩdzie wia̧zka̧ liniowa̧
na X.

Definicja 1.1 Mówimy, że wia̧zka L jest globalnie generowana, jeśli dla każdego
punktu x ∈ X odwzorowanie brania wartości sekcji globalnej w punkcie

H0(L) −→ H0(Ox) ∼= H0(OX/mx)

jest surjekcja̧.

Uwaga 1.2 Surjektywność w powyższej definicji jest równoważna stwierdzeniu, że
dla każdego punktu x ∈ X istnieje taka sekcja s ∈ H0(L), że s(x) ̸= 0. Geome-
trycznie oznacza to, że istnieje dywizor D ∈ |L| taki, że x ∈/ D. Mówimy, że system
liniowy |L| nie ma punktów bazowych.

Jeśli L jest globalnie generowana to dla każdego punktu x ∈ X

H0(L⊗mx) = {s ∈ H0(L) | s(x) = 0}

jest hiperp laszczyzna̧ kowymiaru 1 w H0(L). Pozwala to na zdefiniowanie
nastȩpuja̧cego morfizmu:

φL : X ∋ x −→ φL(x) ∈ IP(H0(L)∗)

gdzie φL(x) jest punktem odpowiadaja̧cym prostej w H0(L)∗ dualnej do
hiperp laszczyzny H0(L⊗mx).

Definicja 1.3 Wia̧zkȩ L nazywamy bardzo szeroka̧, jeśli odwzorowanie φL jest za-
nurzeniem. Jeśli istnieje takie k ∈ Z+, że kL jest wia̧zka̧ bardzo szeroka̧, to o
wia̧zce L mówimy, że jest szeroka.

Korzystaja̧c z definicji szerokości i oznaczaja̧c przestrzeń wia̧zek liniowych na X
(modulo liniowa równoważność) przez Pic(X) można  latwo zauważyć, że wia̧zki
szerokie tworza̧ w przestrzeni PicQ(X) = Pic(X) ⊗Z Q otwarty stożek. Wia̧zki w
domkniȩciu tego stożka nazywamy numerycznie efektywnymi. Równoważnie wia̧zki
numerycznie efektywne można zdefiniować w nastȩpuja̧cy sposób:

Definicja 1.4 Mówimy, że wia̧zka liniowa L na rozmaitości algebraicznej X jest
numerycznie efektywna, w skrócie nef, jeśli L.C ≥ 0 dla każdej krzywej alge-
braicznej C ⊂ X.

W szczególności wia̧zka trywialna jest nef. Oczywíscie również każda wia̧zka sze-
roka L jest nef, gdyż zachodzi L.C > 0 dla wszystkich krzywych C.
W dalszych czȩściach potrzebować bȩdziemy jeszcze jednej w lasności wia̧zek linio-
wych.

Definicja 1.5 Mówimy, że wia̧zka liniowa L jest duża, jeśli h0(kL) ∼ kdimX , czyli
gdy L ma maksymalny wymiar Kodairy. Jeśli wia̧zka L jest nef to z twierdzenia
Riemanna-Rocha wynika, że warunek ten jest równoważny warunkowi LdimX > 0.
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Uwaga 1.6 Warunek, że wia̧zka L jest bardzo szeroka jest równoważny surjekty-
wności odwzorowania

H0(L) −→ H0(L⊗OZ)

dla wszystkich 0−wymiarowych podschematów Z ⊂ X d lugości 2.

Ten warunek z kolei można rozbić na dwa w zależności od tego czy Z sk lada siȩ
z dwóch punktów x1, x2 ∈ X czy jest punktem x ∈ X z wyróżnionym wektorem
stycznym.

a) surjektywność odwzorowania

H0(L) −→ H0(L⊗OX/mx1⊗mx2
)

odpowiada injektywności odwzorowania φL,

b) surjektywność odwzorowania

H0(L) −→ H0(L⊗OX/m2
x)

odpowiada injektywności różniczki dφL.

Porównanie przedstawionych powyżej warunków oraz definicji 1.1 prowadzi do
nastȩpuja̧cych naturalnych uogólnień zaproponowanych przez Beltramettiego,
Franciȩ i Sommese. Niech k bȩdzie nieujemna̧ liczba̧ ca lkowita̧, mamy nastȩpuja̧ce
definicje:

Definicja 1.7 Mówimy, że wia̧zka liniowa L jest k−bardzo szeroka, jeśli dla
każdego 0−wymiarowego podschematu Z ⊂ X d lugości k + 1 odwzorowanie

H0(L) −→ H0(L⊗OZ)

jest surjekcja̧.

Definicja 1.8 Mówimy, że wia̧zka L generuje dżety do rzȩdu k, jeśli odwzorowanie

H0(L) −→ H0(L⊗OX/
m

k1
x1

⊗...⊗mkr
xr

)

jest surjekcja̧ dla dowolnych punktów x1, . . . , xr ∈ X i dodatnich liczb ca lkowitych
k1, . . . , kr takich, że k1 + . . . + kr = k + 1.

Z powyższych definicji wynika natychmiast, że wia̧zka liniowa L jest 0−bardzo
szeroka wtedy i tylko wtedy, gdy generuje dżety do rzȩdu 0. Oba te warunki sa̧
ponadto równoważne globalnemu generowaniu wia̧zki L.

Podobnie wia̧zka L jest 1−bardzo szeroka wtedy i tylko wtedy, gdy generuje
dżety do rzȩdu 1 a to z kolei jest równoważne temu, że wia̧zka jest bardzo szeroka.

W lasność generowania dżetów do rzȩdu k jest w ogólności silniejsza od bycia
k−bardzo szeroka̧.

Lemat 1.9 Niech L bȩdzie wia̧zka̧ generuja̧ca̧ dżety do rzȩdu k, wtedy L jest
k−bardzo szeroka.
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Dowód. Niech Z ⊂ X bȩdzie 0−wymiarowym podschematem d lugości k + 1.
Za lóżmy, że po redukcji Zred = {x1, . . . , xr}. Dla każdego i = 1, . . . , r istnieje
idea l Ai zawarty w pierścieniu lokalnym OX,xi taki, że

OZ,xi = OX,xi/Ai.

Niech ki bȩdzie d lugościa̧ idea lu Ai oraz niech Mi oznacza idea l maksymalny w
pierścieniu OX,xi . Inkluzja (Mi)

ki ⊂ Ai wynika z lematu Nakayamy i implikuje
inkluzjȩ

H0(OZ,xi) ⊂ H0(OX/
m

ki
xi

).

Mamy zatem

H0(L⊗OZ) ∼= ⊕H0(L⊗OZ,xi) ⊂ ⊕H0(L⊗OX/
m

ki
xi

) ∼= H0(L⊗OX/
m

k1
x1

⊗...⊗mkr
xr

).

Ponieważ odwzorowanie H0(L) −→ H0(L ⊗ OZ) jest restrykcja̧ odwzorowania
H0(L) −→ H0(L⊗OX/

m
k1
x1

⊗...⊗mkr
xr

) jego surjektywność wynika z za lożeń lematu.

Zwia̧zek w druga̧ stronȩ stanowi treść nastȩpnej propozycji [10, Proposition
2.1].

Propozycja 1.10 Niech L bȩdzie k−bardzo szeroka̧ wia̧zka̧ liniowa̧. Wtedy L
generuje dżety do rzȩdu s, gdzie s jest maksymalna̧ liczba̧ ca lkowita̧ taka̧, że(

s + n

s

)
≤ k + 1.

W dalszej czȩści użyteczna bȩdzie również nastȩpuja̧ca obserwacja [10, Lemma 2.2].

Lemat 1.11 Niech L1, L2 bȩda̧ wia̧zkami liniowymi generuja̧cymi dżety do rzȩdu
k1 i k2 odpowiednio. Wtedy L = L1 + L2 generuje dżety do rzȩdu k = k1 + k2.

2 Krzywe algebraiczne

Gdy rozmaitość X jest wymiaru jeden oba wprowadzone w poprzedniej czȩści
pojȩcia sa̧ równoważne. Dlatego w przypadku krzywych algebraicznych mówimy
krótko o zanurzeniach rzȩdu k. Nastȩpuja̧ce twierdzenie jest motywacja̧ dla
twierdzeń typu Fujity pojawiaja̧cych siȩ w dalszych czȩściach pracy.

Twierdzenie 2.1 Niech X bȩdzie g ladka̧ krzywa̧ o genusie g i niech L bȩdzie
wia̧zka̧ liniowa̧ stopnia d na X. Jeśli d ≥ 2g + k, to L definiuje zanurzenie rzȩdu
k.

Dowód. Niech dane bȩda̧ liczby dodatnie k1+. . .+kr = k+1 i punkty x1, . . . xr ∈ X.
Z cia̧gu dok ladnego kohomologii dla cia̧gu snopów

0 −→ L⊗mk1
x1

⊗ . . .⊗mkr
xr

−→ L −→ L⊗OX/
m

k1
x1

⊗...⊗mkr
xr

−→ 0
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wynika, że odwzorowanie H0(L) −→ H0(L ⊗ OX/
m

k1
x1

⊗...⊗mkr
xr

) jest surjektywne,

jeśli

H1(L⊗mk1
x1

⊗ . . .⊗mkr
xr

) = 0.

Fakt, że snop L ⊗ mk1
x1

⊗ . . .⊗mkr
xr

w przypadku krzywych jest lokalnie wolny
pozwala na bardzo  latwe wykazanie postulowanego znikania w oparciu o dualność
Serre’a:

H1(L⊗mk1
x1

⊗ . . .⊗mkr
xr

) ∼= H0(KX − (L⊗mk1
x1

⊗ . . .⊗mkr
xr

))

i ponieważ deg(KX − (L ⊗ mk1
x1

⊗ . . .⊗mkr
xr

)) ≤ −1, wiȩc h0(KX − (L ⊗
mk1

x1
⊗ . . .⊗mkr

xr
)) = 0.

Uwaga 2.2 Przyk lad 4.5 pokazuje, że uzyskany wynik jest optymalny dla dowol-
nego k. Interesuja̧ce by loby uzyskać takie przyk lady również dla krzywych o dowol-
nym genusie.

Wniosek 2.3 Niech X bȩdzie g ladka̧ krzywa̧ o genusie g i niech L bȩdzie wia̧zka̧
liniowa̧ taka̧, że degL ≥ k + 2. Wówczas wia̧zka stowarzyszona KX + L zadaje
zanurzenie rzȩdu k.

Wniosek 2.4 Niech X bȩdzie g ladka̧ krzywa̧ o genusie g i niech L bȩdzie szeroka̧
wia̧zka̧ liniowa̧ na X. Wia̧zka stowarzyszona KX + sL zadaje zanurzenie rzȩdu k
dla s ≥ k + 2.

3 Powierzchnie algebraiczne

Nastȩpuja̧ce twierdzenie uzyskane przez Reidera [28] podaje numeryczna̧ charak-
teryzacjȩ globalnie generowanych i bardzo szerokich wia̧zek stowarzyszonych na
powierzchniach algebraicznych.

Twierdzenie 3.1 (Reider) Niech X bȩdzie g ladka̧ powierzchnia̧ rzutowa̧ i niech
L bȩdzie szeroka̧ wia̧zka̧ liniowa̧ na X.
1). Jeśli L2 ≥ 5 i system liniowy |KX + L| ma punkt bazowy x, to istnieje krzywa
algebraiczna D ⊂ X przechodza̧ca przez punkt x taka, że

• D.L = 0 i D2 = −1; lub

• D.L = 1 i D2 = 0.

2). Jeśli L2 ≥ 10 i system liniowy |KX + L| nie spe lnia warunku z uwagi 1.6 dla
podschematu Z ⊂ X d lugości 2, to istnieje krzywa algebraiczna D ⊂ X taka, że
Z ⊂ D i

• D.L = 0 i D2 = −2 lub D2 = −1; lub

• D.L = 1 i D2 = −1 lub D2 = 0; lub

• D.L = 2 i D2 = 0.
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Oryginalny dowód tego twierdzenia zosta l uzyskany z wykorzystaniem nierówności
Bogomo lowa dla stabilnych wia̧zek wektorowych rzȩdu 2 na powierzchniach al-
gebraicznych (c21 ≤ 4c2). Interesuja̧cy dowód twierdzenia Reidera w oparciu o
twierdzenie Kawamaty-Viehwega o znikaniu zawiera praca [31] w tym samym tomie.
Wykorzystuja̧c nierówność Bogomo lowa wynik Reidera zosta l rozszerzony [9] dla
k−bardzo szerokich wia̧zek liniowych.

Twierdzenie 3.2 (Beltrametti-Sommese) Niech L bȩdzie szeroka̧ wia̧zka̧ li-
niowa̧ na g ladkiej powierzchni algebraicznej X i niech L2 ≥ 4k + 5. Wtedy albo
system liniowy KX+L jest k−bardzo szeroki albo istnieje efektywny dywizor D ⊂ X
taki, że wia̧zka L− 2D jest Q-efektywna, D zawiera podschemat Z d lugości k + 1,
dla którego warunek z definicji 1.7 nie jest spe lniony i

L.D − k − 1 ≤ D2 <
L.D

2
< k + 1.

Uzyskanie podobnego wyniku dla generowania dżetów określonego rzȩdu wymaga
bardziej zaawansowanych metod i uzyskany wynik jest mniej dok ladny.

Twierdzenie 3.3 Niech L bȩdzie szeroka̧ wia̧zka̧ liniowa̧ na g ladkiej powierzchni
algebraicznej X i niech L2 > (k + 2)2 oraz L.C > k2 + 3k + 2 dla wszystkich
krzywych C ⊂ X. Wtedy wia̧zka KX + L generuje dżety do rzȩdu k.

Dowód. Powyższe twierdzenie dla generowania dżetów w jednym punkcie zosta lo
udowodnione przez Lazarsfelda [25, Corollary 7.4]. Dowód generacji dżetów do
rzȩdu k przy mocniejszych warunkach numerycznych i z użyciem metod anality-
cznych jest zasugerowany w [14, Exercise 8.6]. Kompletny dowód z optymalnymi
sta lymi oparty na twierdzeniu Kawamaty-Viehwega o znikaniu przedstawiony jest
w pracy [31].

4 Produkty wia̧zek na rozmaitościach abelowych

W tej czȩści pracy zajmiemy siȩ pytaniem która potȩga tensorowa lub ogólniej pro-
dukt ilu szerokich wia̧zek liniowych na rozmaitości abelowej jest wia̧zka̧ k−bardzo
szeroka̧ lub generuje dżety do rzȩdu k. Dla k = 0 lub 1 mamy nastȩpuja̧ce klasyczne
twierdzenie [24, Theorem 4.5.1].

Twierdzenie 4.1 (Lefschetz) Niech L bȩdzie szeroka̧ wia̧zka̧ liniowa̧ na roz-
maitości abelowej. Wtedy

a) wia̧zka 2L jest globalnie generowana,

b) wia̧zka 3L jest bardzo szeroka.

Twierdzenie to można uogólnić zastȩpuja̧c potȩgȩ tensorowa̧ produktem tej samej
ilości dowolnych wia̧zek szerokich.

Twierdzenie 4.2 (Bauer-Szemberg) Niech L1, L2, L3 bȩda̧ szerokimi wia̧zkami
liniowymi na rozmaitości abelowej. Wtedy

a) wia̧zka L1 + L2 jest globalnie generowana,
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b) wia̧zka L1 + L2 + L3 jest bardzo szeroka.

Dowód tego twierdzenia oraz dyskusja przypadku, gdy już L1 + L2 jest wia̧zka̧
bardzo szeroka̧ jest przedstawiony w pracy [5, Theorem 1.1].

Dla zanurzeń wyższego rzȩdu twierdzenie przed luża siȩ w sposób liniowy ze
wzglȩdu na ilość tensorowanych wia̧zek liniowych.

Twierdzenie 4.3 (Bauer-Szemberg)
Niech L1, . . . , Lk+2 bȩda̧ szerokimi wia̧zkami liniowymi na rozmaitości abelowej.
Wtedy wia̧zka

L = L1 + . . . + Lk+2

generuje dżety do rzȩdu k.

Dowód. Postulowany fakt jest natychmiastowym wnioskiem z czȩści a) twierdzenia
4.2 oraz nastȩpnego twierdzenia [6, Theorem 2.1].

Twierdzenie 4.4 (Bauer-Szemberg) Niech L1, . . . , Lk+1 bȩda̧ szerokimi
wia̧zkami liniowymi na rozmaitości abelowej. Za lóżmy ponadto, że wia̧zka Lk+1

jest globalnie generowana. Wtedy wia̧zka

L = L1 + . . . + Lk+1

generuje dżety do rzȩdu k.

Twierdzenie 4.3 jest optymalne w tym sensie, że dla dowolnej liczby n ≥ 1 istnieje
rozmaitość abelowa Xn wymiaru n oraz szeroka wia̧zka liniowa Ln taka, że wia̧zka
(k + 1)Ln nie generuje dżetów do rzȩdu k, a nawet wiȩcej: wia̧zka (k + 1)Ln nie
jest k−bardzo szeroka.

Przyk lad 4.5 Niech E1, . . . , En bȩda̧ krzywymi eliptycznymi i niech Xn = E1 ×
. . .× En oraz niech

Ln = OX(

n∑
i=1

E1 × . . .× Ei−1 × {0} × Ei+1 × . . .× En).

Wia̧zka (k + 1)Ln nie jest k−bardzo szeroka dla dowolnej nieujemnej liczby
ca lkowitej k.

Dowód. Rozważmy krzywa̧ E = E1 × {0} × . . . × {0} ⊂ Xn. Wystarczy pokazać,
że zacieśnienie (k + 1)Ln

∣∣
E

nie jest wia̧zka̧ k−bardzo szeroka̧.
Za lóżmy, że k jest liczba̧ parzysta̧ i wybierzmy punkty P1, . . . , P k

2
∈ E różne

od zera P0 ∈ E oraz takie, że Pi ̸= Pj i Pi ̸= −Pj dla i ̸= j. Niech Z bȩdzie
zredukowanym schematem z nośnikiem na zbiorze {−P k

2
, . . . ,−P1, P0, P1, . . . , P k

2
}.

Wtedy Z jest schematem d lugości k + 1, równe sa̧ systemy liniowe |(k + 1)Ln

∣∣
E
| =

|(k + 1)P0| oraz odwzorowanie

H0((k + 1)P0) −→ H0((k + 1)P0 ⊗OZ)
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nie jest surjekcja̧, gdyż na mocy twierdzenia Abela (patrz [20, Paragraf 2.2]) każdy
dywizor z systemu (k + 1)P0 zawieraja̧cy k spośród wybranych punktów zawiera
również pozosta ly punkt.

Dla k nieparzystego podobnie dobieramy uk lad

−P k+1
2
, . . . ,−P1, P1, . . . , P k+1

2
.

W powyższym przyk ladzie Ln zadaje na Xn polaryzacjȩ g lówna̧, w szczególności
h0(L) = 1. Dość naturalne wydaje siȩ przypuszczenie, że gdy wia̧zka liniowa
zawiera dużo sekcji globalnych to wystarczaja̧ one do zadania zanurzenia. Nastȩpne
twierdzenie obrazuje, że tak jest istotnie na prostych powierzchniach abelowych,
tzn. takich, które nie zawieraja̧ żadnych krzywych eliptycznych.

Twierdzenie 4.6 Niech X bȩdzie prosta̧ powierzchnia̧ abelowa̧ oraz niech L bȩdzie
wia̧zka̧ typu (1, d) na X. Wtedy
(a) L jest globalnie generowana wtedy i tylko wtedy, gdy d ≥ 3,
(b) L jest bardzo szeroka wtedy i tylko wtedy, gdy d ≥ 5.

Dowód. Twierdzenie to jest prostym zastosowaniem twierdzenia Reidera (twierdze-
nie 3.1). Dowód uzyskany metodami typowymi dla rozmaitości abelowych można
znaleźć w [24, Theorem 10.4.1]. Wynik tego samego typu z dok ladna̧ informacja̧
dotycza̧ca̧ ”źle” po lożonych krzywych eliptycznych na dowolnych powierzchniach
abelowy przedstawiony jest w [22].

Powyższe twierdzenie daje siȩ uogólnić dla zanurzeń wyższego rzȩdu.
Uogólnienie to obrazuje w szczególności, że pojȩcia wia̧zki k−bardzo szerokiej oraz
generujȩcej dżety do rzȩdu k sa̧ na rozmaitościach abelowych istotnie różne.

Twierdzenie 4.7 (Bauer-Szemberg) Niech X bȩdzie powierzchnia̧ abelowa̧ z
liczba̧ Picarda ρ(X) = 1 i niech L bȩdzie wia̧zka̧ liniowa̧ typu (1, d) na X. Niech k
bȩdzie nieujemna̧ liczba̧ ca lkowita̧. Zachodza̧ nastȩpuja̧ce warunki:

(a) L generuje dżety do rzȩdu k wtedy i tylko wtedy, gdy d > 1
2 (k + 2)2,

(b) L jest k−bardzo szeroka wtedy i tylko wtedy, gdy d ≥ 2k + 3.

Dowód. Sprawdzenie, że warunek d > 1
2 (k + 2)2 implikuje generowanie dżetów do

rzȩdu k opiera siȩ na wykorzystaniu twierdzenia Kawamaty-Viehwega o znikaniu
uzupe lnionego o lemat Sakai’a. Szczegó ly przedstawione sa̧ w [7, Proposition 2.1].
W czȩści (b) implikowanie przez warunek d ≥ 2k + 3 k−bardzo szerokości jest
prostym zastosowanie twierdzenia 3.2. Znacznie ciekawszy jest dowód implikacji
przeciwnej. Przedstawiamy go poniżej.

Nastȩpuja̧ca propozycja zawiera jedna̧ z implikacji twierdzenia 4.7 z po-
miniȩciem za lożenia ρ(X) = 1. Przedstawiamy jej dowód gdyż opiera siȩ on na
ogólnych technikach nie zwia̧zanych z kontekstem rozmaitości abelowych.
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Propozycja 4.8 Niech L bȩdzie wia̧zka̧ liniowa̧ typu (1, d) na powierzchni abelowej
X. Jeśli L jest k−bardzo szeroka, to d ≥ 2k + 3.

Dowód. Z twierdzenia 4.6 wynika, że propozycja jest prawdziwa dla k = 0 i k = 1.
Zatem możemy za lożyć, że L jest k−bardzo szeroka dla k ≥ 2. Przypuśćmy, że
d ≤ 2k + 2. Niech

φL : X −→ IP(H0(L)∗) = IPd−1

bȩdzie zanurzeniem danym przez system liniowy |L| oraz niech C ∈ |L| bȩdzie
g ladka̧ krzywa̧. Stosuja̧c twierdzenie Riemanna-Rocha do cia̧gu dok ladnego

0 −→ OX −→ L −→ OC(L) −→ 0

otrzymujemy, że odwzorowanie

α : H0(L) −→ H0(OC(L))

nie jest surjekcja̧. Oznacza to, że krzywa C nie jest zanurzona w IPd−1 przez
zupe lny system liniowy. Niech D ⊂ IP(H0(OC(L)∗) bȩdzie obrazem krzywej C
przy zanurzeniu danym przez zupe lny system liniowy |OC(L)|. Odwzorowanie α
indukuje projekcjȩ

α∗ : IP(H0(OC(L))∗) −→ IP(H0(L)∗)

z prostej Q = IP(cokerα). Zacieśnienie tej projekcji do D zadaje izomorfizm
D ∼= C. Rozważmy k−ta̧ rozmaitość siecznych Seck(D) krzywej D. Zgodnie z
przypuszczeniem d− 1 ≤ 2k + 1, zatem ze wzoru Zaka (patrz [32]) wynika, że

dim Seck(D) = min{d, 2k + 1} ≥ d− 1.

Oznacza to, że istnieje punkt P ∈ Seck(D) ∩ Q. A zatem istnieje 0−wymiarowy
podschemat ZD d lugości k + 1 zawarty w krzywej D taki, że

P ∈ IP(H0(OC(L) ⊗ IZD
)∗).

Wtedy Z := (α∗)∗ZD jest podschematem d lugości k + 1 zawartym w krzywej C.
Ponieważ wia̧zka OC(L) jest k−bardzo szeroka i punkt P leży w centrum projekcji
α∗ otrzymujemy

d− (k + 1) − 1 = dim IP(H0(L⊗ IZ)∗) = dimα∗(IP(H0(OC(L) ⊗ IZD
)∗))

< dim IP(H0(OC(L) ⊗ IZD
)∗) = d− (k + 1) − 1,

sprzeczność.

Uwaga 4.9 Dla prymitywnych wia̧zek liniowych na wyżej wymiarowych roz-
maitościach abelowych sytuacja jest znacznie bardziej skomplikowana nawet w przy-
padku klasycznych zanurzeń [12]. W szczególności nie wiadomo czy na rozmaitości
abelowej wymiaru trzy istnieje bardzo szeroka wia̧zka typu (1, 1, 8).
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5 Hipoteza Fujity

W 1987 roku Fujita [19] sformu lowa l nastȩpuja̧ca̧ hipotezȩ:

Hipoteza 5.1 (Fujita) Niech X bȩdzie g ladka̧ rozmaitościa̧ wymiaru n i niech L
bȩdzie szeroka̧ wia̧zka̧ liniowa̧ na X. Wtedy wia̧zka stowarzyszona

0) KX + sL jest globalnie generowana dla s ≥ n + 1,

1) KX + sL jest bardzo szeroka dla s ≥ n + 2.

Uwaga 5.2 Przyk lad X = IPn i L = OIPn(1) pokazuje, że sta lych w powyższej
hipotezie nie można poprawić nawet zak ladaja̧c dodatkowo, że wia̧zka L jest bardzo
szeroka.

Prawdziwość hipotezy Fujity dla krzywych algebraicznych stanowi szczególny przy-
padek wniosku 2.4. Dla powierzchni algebraicznych poprawność tej hipotezy
wynika z twierdzenia Reidera (twierdzenie 3.1). Dla wyższych wymiarów Ein i
Lazarsfeld [18] wykazali, że na rozmaitościach wymiaru 3 wia̧zka KX + 4L jest
globalnie generowana. Poprawność tej samej czȩści hipotezy dla rozmaitości wy-
miaru 4 wykaza l Kawamata [23]. We wszystkich pozosta lych przypadkach uzyskano
jedynie czȩściowe rezultaty. Ogólne szacowania dla dowolnego wymiaru zosta ly po-
dane ostatnio przez Angehrna i Siu [1], [30] (porównaj także [15]).

Propozycja 5.3 (Angehrn-Siu) Niech X bȩdzie g ladka̧ rozmaitościa̧ wymiaru n
i niech L bȩdzie szeroka̧ wia̧zka̧ liniowa̧ na X. Wia̧zka stowarzyszona

KX + sL jest globalnie generowana dla s ≥ 1
2 (n2 + n + 2),

KX + sL jest bardzo szeroka dla s ≥ 2

(
n + 2 + n

(
3n + 1

n

))
.

Mimo trudności z dowodem hipotezy Fujity w przypadku klasycznych zanurzeń
celowe i interesuja̧ce wydaje siȩ jej sformu lowanie dla zanurzeń wyższego rzȩdu.

Hipoteza 5.4 Istnieja̧ wielomiany v(n, k) i j(n, k) takie, że dla g ladkiej roz-
maitości X i szerokiej wia̧zki liniowej L na X wia̧zka stowarzyszona

kv) KX + sL jest k−bardzo szeroka dla s ≥ v(n, k),

kj) KX + sL generuje dżety do rzȩdu k dla s ≥ j(n, k).

W tak ogólnym sformu lowaniu problem sprawdzenia poprawności hipotezy jest
oczywíscie bardzo trudny. Wprowadzenie ograniczenia na wymiar niewiele daje, co
pokazuje już klasyczny przypadek. Dlatego celowe wydaje siȩ rozważanie konkret-
nych klas rozmaitości i ich zanurzeń wyższego rzȩdu. Problemy tego typu stanowia̧
obszar ożywionej pracy badawczej. W końcowej czȩści pracy przedstawiamy wybór
aktualnych wyników. Zanim do tego przejdziemy pokażemy, że w ogólności nawet
określenie stopnia wystȩpuja̧cych w hipotezie 5.4 wielomianów może być proble-
mem. Do tego potrzebna bȩdzie nastȩpuja̧ca
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Definicja 5.5 Niech L bȩdzie szroka̧ wia̧zka̧ liniowa̧ na X i niech x ∈ X bȩdzie
ustalonym punktem. Sta la̧ Seshadriego wia̧zki L w punkcie x nazywamy wielkość:

ε(L, x) := inf
L.C

multx C

gdzie infimum wziȩte jest po wszystkich nierozk ladalnych krzywych C prze-
chodza̧cych przez punkt x. Sta la̧ Seshadriego wia̧zki L określamy jako

ε(L) := inf
x∈X

ε(L, x).

Pokażemy teraz, że naiwne przed lużenie hipotezy 5.1 tzn. oczekiwanie, że wia̧zka
KX + (n + 1 + k)L generuje dżety do rzȩdu k nie jest prawdziwe.

Propozycja 5.6 (Miranda) Dla dowolnej liczby dodatniej ε istnieje taka
powierzchnia X i szeroka wia̧zka liniowa L na X oraz punkt x ∈ X, że ε(L, x) < ε.

Dowód. Niech m bȩdzie liczba̧ ca lkowita̧ taka̧, że 1
m < ε. Dla odpowiednio dużej

liczby d istnieje taka nierozk ladalna krzywa D1 ⊂ IP2, że multx D1 = m. Dla
dostatecznie ogólnej krzywej D2 ⊂ IP2 stopnia d wszystkie krzywe postaci λD1 +
µD2, (λ : µ) ∈ IP1 sa̧ nierozk ladalne i przeciȩcie D1 ∩D2 sk lada siȩ z d2 różnych
punktów.

Niech f : X −→ IP2 bȩdzie rozdmuchaniem IP2 w punktach przeciȩcia D1 ∩D2.
System dywizorów λD1 + µD2 zadaje morfizm

φ : X −→ IP1

z nierozk ladalnymi w lóknami. Niech D̃ oznacza transformatȩ w laściwa̧ D przy
rozdmuchaniu f i niech E bȩdzie dowolnym dywizorem wyróżnionym tego rozdmu-
chania. Wówczas E.D̃ = 1 czyli E jest sekcja̧ φ. Z kryterium Nakai-Moishezona
[21, Theorem 5.1.10] wynika, że wia̧zka L = 2D̃+E jest szeroka. Ponieważ L.D̃ = 1

i multx D̃ = m mamy

ε(L, x) ≤ 1

m
.

Powyższy przyk lad nietrudno, rozważaja̧c produkty, uogólnić na dowolny
wymiar.

Wniosek 5.7 Nie istnieje liniowy wielomian j2(k) taki, że dla każdej powierzchni
algebraicznej X i każdej wia̧zki szerokiej na X wia̧zka KX + j2(k)L generuje dżety
do rzȩdu k.

Dowód. Niech para X,L bȩdzie ustalona i przypuśćmy, że wielomian j2(k) jest li-
niowy. Niech C bȩdzie dowolna̧ nierozk ladalna̧ krzywa̧ przechodza̧ca̧ przez ustalony
punkt x ∈ X. Wia̧zka KX + j2(k)L generuje dżety do rzȩdu k, wiȩc istnieje taki
dywizor D ∈ |KX + j2(k)L|, że multx D = k oraz D przecina C transwersalnie
w punkcie x. Ponieważ C jest krzywa̧ nierozk ladalna̧ wynika sta̧d, że C nie jest
sk ladowa̧ dywizora D i mamy

(KX + j2(k)L).C ≥ multx D · multc C = k · multx C.
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Przekszta lcaja̧c otrzymujemy

L.C

multx C
≥ k

j2(k)
− C.KX

j2(k) · multx C
.

Ponieważ C.KX jest pewna̧ sta la̧ przechodza̧c z k do nieskończoności otrzymujemy

L.C

multx C
≥ ε > 0

gdzie ε jest sta la̧ mniejsza̧ od dodatniej (!) granicy limk→∞
k

j2(k)
. Uzyskane uni-

wersalne szacowanie sta lej Seshadriego w punkcie x przeczy propozycji 5.6.

Na zakończenie przedstawimy kilka ogólnych faktów dotycza̧cych hipotezy 5.4.
Dla krzywych mama v(1, k) = j(1, k) = k+2 (patrz: wniosek 2.4). Dla powierzchni
algebraicznych z twierdzeń 3.2 i 3.3 otrzymujemy:

Propozycja 5.8 Hipoteza 5.4 jest prawdziwa dla powierzchni algebraicznych z
v(2, k) = 2k + 2 i j(2, k) = k2 + 3k + 2.

Dowód optymalności powyższej propozycji wykracza poza ramy tego opracowania
i bȩdzie przedstawiony gdzie indziej.

Dla konkretnych klas rozmaitości mamy nastȩpuja̧ce wyniki.

Propozycja 5.9 Dla rozmaitości abelowych hipoteza 5.4 jest spe lniona dla wielo-
mianów jabel(n, k) = vabel(n, k) = k + 1.

Dowód. Na rozmaitościach abelowych dywizor kanoniczny jest trywialny, wiȩc teza
wynika z twierdzenia 4.4.

Propozycja 5.10 Dla rozmaitości torycznych hipoteza 5.4 kj) zachodzi dla wielo-
mianu jtor(n, k) = n + k + 1.

Dowód. Wiadomo, że KX+(n+1)L jest wia̧zka̧ numerycznie efektywna̧ na dowolnej
rozmaitości [19]. Ponieważ na rozmaitościach torycznych szerokość wia̧zki liniowej
jest równoważna jej bardzo szerokości [27] teza wynika z lematu 1.11.

O wynikach dotycza̧cych k−bardzo szerokości na rozmaitościach torycznych
wspominamy w nastȩpnej czȩści pracy.

6 Przegla̧d wyników i perspektywy

W tej czȩści pracy podajemy wybór aktualnych wyników dotycza̧cych zanurzeń
wyższego rzȩdu. Lista nie jest w żadnej mierze kompletna, jej taki a nie inny
wygla̧d najlepiej da siȩ uzasadnić osobistym smakiem autora.
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Eliptyczne quasi-wia̧zki

Definicja 6.1 Powierzchniȩ S nazywamy quasi-wia̧zka̧, jeśli istnieje morfizm φ :
S −→ C z S na g ladka̧ krzywa̧ C taki, że w lókna φ sa̧ spójne, wszystkie w lókna
g ladkie sa̧ izomorficzne i jedynymi w lóknami osobliwymi sa̧ niezredukowane g ladkie
krzywe.

Problem k−bardzo szerokości dla quasi-wia̧zek o w lóknie eliptycznym by l stu-
diowany przez Mellȩ i Pelleschi’ego [26]. Podaja̧ oni explicite opis grupy Picarda
quasi-wia̧zek eliptycznych oraz numeryczne warunki, podobne jak w twierdzeniu 3.2
na k−bardzo szerokość wia̧zek liniowych na tego typu powierzchniach. Ze wzglȩdu
na szereg wstȩpnych definicji i mnogość przypadków nie przytaczamy uzyskanych
rezultatów odsy laja̧c Czytelnika do oryginalnej pracy.

Wia̧zki z L2 ≤ 4k + 4. Twierdzenie 3.2 podaje warunki kiedy wia̧zka liniowa L
na powierzchni algebraicznej S jest k−bardzo szeroka przy za lożeniu L2 ≥ 4k + 5.
Ballico i Sommese [2] podaja̧ kompletna̧ listȩ par (S,L) takich, że L jest k−bardzo
szeroka i L2 ≤ 4k + 4. Tutaj przytoczymy nastȩpuja̧cy rezultat.

Propozycja 6.2 Niech L bȩdzie k−bardzo szeroka̧ wia̧zka̧ liniowa̧ na g ladkiej
powierzchni S taka̧, że L2≤4k + 4. Jeśli dywizor kanoniczny KS jest numerycznie
trywialny (tzn. KS .C = 0 dla każdej krzywej C ⊂ S) to S jest powierzchnia̧ En-
riquesa lub powierzchnia̧ K3 i L2 = 4k, 4k + 2 lub 4k + 4.

Kwartyki w IP3. Asymptotyczne zachowanie wia̧zek generuja̧cych dżety wyso-
kiego rzȩdu na powierzchniach S stopnia 4 w IP3 opisa l Bauer [3]. Uzyskany wynik
jest nastȩpuja̧cy.

Propozycja 6.3 Niech S ⊂ IP3 bȩdzie g ladka̧ powierzchnia̧ stopnia 4 i niech L =
OX(1). Wtedy

a) ε(L) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy S zawiera prosta̧,

b) ε(L) = 4
3 wtedy i tylko wtedy, gdy forma Hesse ma punkt zerowy na S i S nie

zawiera prostej,

c) ε(L) = 2 w pozosta lych wypadkach.

Zwia̧zek sta lych Seshadriego z zanurzeniami wyższego rzȩdu poda l Demailly [13,
Theorem 6.4].

Propozycja 6.4 Niech X bȩdzie g ladka̧ rozmaitościa̧ i L szeroka̧ wia̧zka̧ liniowa̧
na X. Niech s(L, x) oznacza najwiȩksza̧ liczbȩ ca lkowita̧ s taka̧, że L generuje dżety
do rzȩdu s w punkcie x. Dla

σ(L, x) := lim supp→∞
1

p
s(pL, x)

zachodzi zwia̧zek
σ(L, x) = ε(L, x).
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Powierzchnie Del Pezzo i powierzchnie toryczne. Powierzchnie Del Pezzo
sa̧ dwuwymiarowym przypadkiem rozmaitości Fano. Rozmaitość X jest Fano jeśli
dywizor antykanoniczny −KX jest szeroki. Problem k−bardzo szerokości potȩg
tensorowych dywizora antykanonicznego na powierzchniach Del Pezzo by l badany
przez Di Rocco [16]. Podana charakteryzacja wymaga wprowadzenia szeregu do-
datkowych definicji, wiȩc ponownie odsy lamy zainteresowanego czytelnika do ory-
ginalnego opracowania. Powierzchnie Del Pezzo sa̧ biwymierne z IP2, które jest z
kolei powierzchnia̧ toryczna̧. Ta sama autorka w [17] podaje prosta̧ charakteryzacjȩ
k−bardzo szerokości na powierzchniach torycznych.

Propozycja 6.5 Niech S bȩdzie powierzchnia̧ toryczna̧ skojarzona̧ z rodzina̧
stożków ∆d z d krawȩdziami (patrz [27]). Niech L =

∑d−2
i=1 aiDi. Wtedy L jest

k−bardzo szeroka wtedy i tylko wtedy, gdy L.Di ≥ k dla i = 1, . . . , d− 2.

Powierzchnie K3. Dla powierzchni K3 numeryczne warunki określaja̧ce global-
ne generowanie i bardzo szerokość wia̧zki liniowej zosta ly podane na d lugo przed
twierdzeniem Reidera przez Saint-Donat [29]. Generowanie dżetów wyższego rzȩdu
na powierzchniach K3 by lo badane przez Bauera, Di Rocco i autora [4]. Uzyskany
wynik jest nastȩpuja̧cy.

Propozycja 6.6 Niech X bȩdzie powierzchnia̧ K3 i niech L bȩdzie szeroka̧ wia̧zka̧
liniowa̧ na X. Zachodzi jeden z roz la̧cznych przypadków:

(a) wia̧zka nL generuje dżety do rzȩdu k dla n ≥ k + 2,

(b) wia̧zka L jest postaci L = OX(aE + Γ), gdzie E ⊂ X jest krzywa̧ eliptyczna̧,
Γ ⊂ X jest (−2)−krzywa̧ i E.Γ = 1 oraz a ≥ 3.

W przypadku (b) niech ∆ oznacza skończony zbiór punktów osobliwych
rozw lóknienia X −→ IP1 zadanego przez |E|. Wtedy nL generuje dżety do rzȩdu k
w punkcie x ∈ X \ ∆ dla n ≥ k + 2 i w punkcie x ∈ ∆ dla n ≥ 2k + 1.

Reasumuja̧c przedstawione powyżej rezultaty można zauważyć, że dotychcza-
sowe badania skupia ly siȩ na k−bardzo szerokości i na badaniu wia̧zek liniowych
na powierzchniach. Wydaje siȩ, szczególnie ze wzglȩdu na ostatnie silne zain-
teresowanie sta lymi Seshadriego, że dalsze prace powinny przebiegać w kierunku
znajdowania kryteriów generowania dżetów wysokiego rzȩdu na powierzchniach i
wyżej wymiarowych rozmaitościach.
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Higher order embeddings

Summary. The first part of this note gives an introduction to the theory of higher
order embeddings, which was developed in the late 80’s and gains again considerable
interest because of its connections to Seshadri constants and local positivity of line
bundles. Sections 4 and 6 contain an overview of some current results in the area.
Section 5 is devoted to Fujita conjecture put into the perspective of higher order
embeddings.

Bronis lawów, 13 – 17 stycznia, 1997 r.


