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1 Wstȩp

Niech X bȩdzie minimalna̧ powierzchnia̧ algebraiczna̧ i niech NA(X) oznacza stożek
dywizorów szerokich na X. Ten stożek jest otwarty. Jego domkniȩciem jest stożek
Nef(X) sk ladaja̧cy siȩ z dywizorów numerycznie efektywnych D (nef) tj. takich,
że D.C ≥ 0 dla każdej krzywej C ⊂ X.

Przypomnijmy, że zgodnie z kryterium Nakai-Moishezona dywizor D ⊂ X jest
szeroki wtedy i tylko wtedy, gdy D2 > 0 i D.C > 0 dla każdej krzywej C ⊂ X.
Zatem na brzegu domkniȩcia stożka dywizorów szerokichB(X) = Nef(X)\NA(X)
możemy w naturalny sposób wyróżnić trzy roz la̧czne klasy.

T1 = {B ∈ B(X) takie, że B2 = 0 i istnieje krzywa C ⊂ X taka, że B.C = 0},

T2 = {B ∈ B(X) takie, że B2 = 0 i B.C > 0 dla wszystkich krzywych C},

T3 = {B ∈ B(X) takie, że B2 > 0 i istnieje krzywa C ⊂ X taka, że B.C = 0}.

Oczywíscie w klasie T1 zawsze zawarty jest dywizor zerowy, celowe jest zatem
rozważanie klasy T1∗ zawieraja̧cej nietrywialne dywizory typu T1.

W tej pracy badamy istnienie dywizorów poszczególnych typów na różnych ty-
pach powierzchni. Motywacja̧ by la praca [5], w której wykazano, że dywizory typu
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T2 nie istnieja̧ na powierzchniach o wymiarze Kodairy 0. Uzyskana̧ klasyfikacjȩ
ilustruje nastȩpuja̧ca tabela (”+” oznacza istnienie).

powierzchnia T1∗ T2 T3

P2 − − −
prostokreślna + + +

abelowa + − −
K3 + − +
Enriquesa + − +
hipereliptyczna + − −

eliptyczna + + +

ogólnego typu + + +

W sytuacji trójwymiarowej podobny problem bada l Serrano [6], korzysta on jednak
ze znacznie bardziej zaawansowanych metod.

2 Przygotowanie

Zacznijmy od nastȩpuja̧cego  latwego ale użytecznego faktu.

Lemat 1 Niech B ∈ B(X) bȩdzie dywizorem typu T2. Wtedy ani B ani −B nie
może być efektywny.

Dowód. Gdyby by lo inaczej mielibyśmy natychmiast B2 ̸= 0, sprzeczność.

Przyk lad 2 (Mumford) Niech C bȩdzie g ladka̧ krzywa̧ o genusie g ≥ 2 i niech
E bȩdzie stabilna̧ wia̧zka̧ wektorowa̧ rzȩdu 2 na C taka̧, że deg c1(E) = 0 (unor-
mowanie) i taka̧, że wszystkie jej potȩgi symetryczne sa̧ stabilne. Niech X = P(E)
oznacza powierzchniȩ kreślna̧ zadana̧ przez E. Niech p : X −→ C bȩdzie projekcja̧.
Wia̧zkȩ tautologiczna̧ na X oznaczamy jak zwykle OX(1). W szczególności mamy
OX(1) | F ∼= OP1(1) dla każdego w lókna F projekcji p. Niech D ∈ |OX(1)| bȩdzie
ustalonym dywizorem. Wtedy D jest typu T2, [2, I.10.6].

Do konstrukcji kolejnych przyk ladów potrzebować bȩdziemy jeszcze kilku w lasności
powierzchni X zdefiniowanej powyżej. Krzywe na X modulo numeryczna
równoważność tworza̧ grupȩ Num(X) = ZD ⊕ ZF , gdzie F oznacza klasȩ w lókna
projekcji p. Przeciȩcie krzywych na X zdeterminowane jest przez relacje D2 =
0, D.F = 1, F 2 = 0. Ponadto, jeśli krzywa C =num αD + βF jest efektywna to
β = C.D jest liczba̧ dodatnia̧. Podobnie α jest nieujemna, gdyż α = C.F i F
jest nierozk ladalna oraz F 2 = 0. Dywizor kanoniczny KX = −2D + p∗KC , zatem
KX =num −2D + (2g − 2)F (patrz [3, Section V.2]).

W dalszej czȩści wykorzystamy również twierdzenie Reidera, które w tej postaci
można znaleźć w [8].
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Lemat 3 (Reider) Niech L bȩdzie szeroka̧ wia̧zka̧ liniowa̧ na g ladkiej powierzchni
X. Jeśli L2 ≥ 10 i L.C ≥ 3 dla każdej krzywej C ⊂ X, to wia̧zka stowarzyszona
KX + L jest bardzo szeroka.

Lemat 4 Przy za lożeniach Przyk ladu 2 wia̧zka liniowa postaci N = 2mD + p∗R,
gdzie R jest wia̧zka̧ liniowa̧ na krzywej C stopnia 2n, jest bardzo szeroka o ile m ≥ 1
i n ≥ g.

Dowód. Niech L = 2(m+ 1)D + p∗(R−KC). Wtedy L jest szeroka na podstawie
kryterium Nakai-Moishezona i L2 = 8(m+1)(n−g+1) ≥ 16. Dla C =num αD+βF
with α ≥ 0, β > 0 mamy L.C = 2(m + 1)β + 2α(n − g + 1) ≥ 4. Teza wynika z
Lematu 3, ponieważ N = L+KX .

3 Powierzchnie z wymiarem Kodairy −∞
Na P2 grupa Nerona-Severiego ma rza̧d 1. Stożek dywizorów szerokich jest
pó lprosta̧ i tylko dywizor trywialny jest w zbiorze B(P2).

Stwierdzenie 5 Istnieja̧ minimalne powierzchnie prostokreślne zawieraja̧ce dywi-
zory z każdej z klas T1, T2, T3.

Dowód. Przyk lad 2 jest typu T2.
Niech X̃ bḑzie stożkiem stopnia 2 w P3 i niech σ : X −→ X̃ bȩdzie jego

minimalna̧ rezolwenta̧. Wtedy X jest powierzchnia̧ Hirzebrucha Σ2 (patrz [1, V.4])
i dywizor wyja̧tkowy E odwzorowania σ spe lnia warunek E2 = −2. Niech F
bȩdzie transformata̧ w laściwa̧ prostej leża̧cej na X̃. Wtedy F 2 = 0 i E.F = 1. W
szczególności F jest dywizorem typu T1∗.

Niech teraz B = E + 2F . Mamy B2 = −2 + 4 > 0 i B.E = −2 + 2 = 0. Zatem
B należy do klasy T3.

4 Powierzchnie z wymiarem Kodairy 0

Stwierdzenie 6 Niech X bȩdzie powierzchnia̧ K3 lub powierzchnia̧ Enriquesa,
wtedy nie istnieje dyywizor typu T2 na X.

Dowód. Za lóżmy, że B ∈ B(X) jest dywizorem typu T2. Wtedy z Lematu 1 i
formu ly Riemanna-Rocha mamy −h1(B) = χ(X) > 0, sprzeczność.

Przyk lad 7 Dywizor typu T3 na powierzchni K3.
Niech A bȩdzie Jacobianem g ladkiej krzywej C o genusie 2. Odwzorowanie

Abela-Jacobiego jest zanurzeniem krzywej C w A i jego obraz Θ zadaje na A
polaryzacjȩ typu (1, 1). Niech ι : A ∋ x −→ −x ∈ A bȩdzie kanoniczna̧ inwolucja̧

na A. Wtedy ι ma 16 punktów sta lych e0, . . . , e15 na A. Niech Bl : Ã −→ A bȩdzie
rozdmuchaniem tych punktów i niech E0, . . . , E15 bȩda̧ dywizorami wyja̧tkowymi.
Niech ι̃ = Bl∗(ι). Powierzchnia ilorazowa K̃ = Ã/ < ι̃ > jest g ladka̧ powierzchnia̧
Kummera powierzchni abelowej A. Niech π̃ bȩdzie odwzorowaniem ilorazowym
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π̃ : Ã −→ K̃. Krzywe Di := π̃(Ei) sa̧ (−2)-krzywymi na K̃. Niech wreszcie

L = 2Θ i L̃ = Bl∗(L). Wia̧zka liniowa L̃ zadaje morfizm φ : A −→ P3, który

faktoryzuje nad K̃:

Ãỹπ @
@@
φ

K̃ −−→
ψ

P3

Morfizm ψ zadany jest przez wia̧zkȩ liniowa̧ M na K̃ która jest sk ladnikiem
prostym wia̧zki wektorowej π̃∗(L̃). Ponadto ψ jest zanurzeniem K̃\(D0∪. . .∪D15).
W szczególności wynika z tego, że M2 > 0 i M.Di = 0. W ten sposób otrzymu-
jemy szukany przyk lad. Warto jeszcze zaznaczyć, że obraz odwzorowania ψ jest
klasyczna̧ kwartyka̧ Kummera w P3 z szesnastoma punktami podwójnymi (patrz
[4, 4.8 i 10.2]). Dowody i wiȩcej przyk ladów tego typu znaleźć można w [7].

Przyk lad 8 Dywizor typu T1 na powierzchni K3.
Niech A = E1 × E2 bȩdzie iloczynem kartezjańskim krzywych eliptycznych.

Niech X bȩdzie g ladka̧ powierzchnia̧ Kummera powierzchni A (jak w Przyk ladzie
7). Wtedy X zawiera nieskończenie wiele krzywych eliptycznych, z których każda
jest dywizorem typu T1∗, wynika to z tzw. adjunction formula.

W dalszym cia̧gu przydadza̧ siȩ nam nastȩpuja̧ce fakty dotycza̧ce powierzchni En-
riquesa.

Fakt 9 [1, VIII.17.5] Każda powierzchnia Enriquesa X posiada rozw lóknienie elip-
tyczne, tzn. istnieje odwzorowanie X −→ P1, którego generycznymi w lóknami sa̧
krzywe eliptyczne.

Fakt 10 [1, VIII.16.1] Jeśli D jest dywizorem na powierzchni Enriquesa takim, że
D2 = −2, to D jest efektywny (tzn. h0(D) > 0).

Fakt 11 [1, VIII.15.1] Forma przeciȩcia na powierzchni Enriquesa X jest izome-
tryczna (pomijaja̧c czȩść zwia̧zana̧ z torsja̧) z forma̧ H ⊕ (−E8). Czyli w pewnej
bazie D1, . . . , D10 można ja̧ zapisać jako

0 1
1 0

-2 0 1 0 0 0 0 0
0 -2 0 1 0 0 0 0
1 0 -2 1 0 0 0 0
0 1 1 -2 1 0 0 0
0 0 0 1 -2 1 0 0
0 0 0 0 1 -2 1 0
0 0 0 0 0 1 -2 1
0 0 0 0 0 0 1 -2


(puste miejsca w macierzy oznaczaja̧ 0). Ponadto na generycznej powierzchni En-
riquesa elementy bazy D1, D2 można dobrać jako w lókna dwóch różnych rozw lóknień
eliptycznych.
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Stwierdzenie 12 Istnieja̧ powierzchnie Enriquesa z dywizorami typue T1∗ i T3.

Dowód. Niech X bȩdzie powierzchnia̧ Enriquesa i niech π : X −→ P1 bȩdzie
rozw lóknieniem eliptycznym na X. Każde g ladkie w lókno F odwzorowania π jest
typu T1∗.

Aby wskazać dywizor typu T3 za lóżmy, że X jest generyczna̧ powierzchnia̧
Enriquesa i rozpatrzmy dywizor B = D1 + D2, gdzie D1, D2 sa̧ wybrane jak w
Fakcie 11. Oczywíscie B2 = 2 > 0. Dywizory D3, . . . , D10 sa̧ efektywne (Fakt
10) i spe lniaja̧ B.Di = 0 dla i = 3, . . . , 10. Pozostaje pokazać, że B jest nef.
Za lóżmy, że tak nie jest tzn. istnieje krzywa C taka, że BC < 0. Ponieważ B i C
sa̧ efektywne musza̧ mieć wspólne sk ladowe a zatem C = αD1 + βD2 + C1, gdzie
C1 jest efektywna̧ krzywa̧ przecinaja̧ca̧ B w sposób w laściwy i α, β ≥ 0. Ale wtedy
B.C ≥ 0, sprzeczność.

Stwierdzenie 13 Niech X bȩdzie powierzchnia̧ abelowa̧. Wszystkie dywizory B ∈
B(X) sa̧ typu T1.

Dowód. Za lóżmy najpierw, że B ∈ B(X) jest typu T2. Z Lematu 1 wynika, że
h0(B) = h0(−B) = 0. Z twierdzenia Riemanna-Rocha otrzymujemy h1(B) = 0.
Zatem B jest wia̧zka̧ liniowa̧ na X, której wszystkie grupy kohomologii znikaja̧.
Oznacza to, że B jest nietrywialnym elementem grupy Pic0(X) (patrz [4, 3.5]).
Zatem B jest numerycznie trywialny co przeczy za lożeniu B.C > 0 dla wszystkich
krzywych C.

Za lóżmy z kolei, że B ∈ B(X) jest typu T3. Wtedy h0(−B) = 0 i z twierdzenia
Riemanna-Rocha wynika, że B jest efektywny.

Niech C bȩdzie krzywa̧ taka̧, że B.C = 0. Z twierdzenia Hodge’a o Indeksie
mamy

B2 · C2 ≤ (B.C)2 = 0.

Zatem C2 = 0 i C jest krotnościa̧ C = mC ′ pewnej krzywej eliptycznej C ′.
Ponieważ B.C = 0 i obie krzywe sa̧ efektywne mamy B = kC ′ dla pewnej do-
datniej liczby k. To przeczy za lożeniu B2 > 0.

Przyk lad 14 Niech X = E1×E2 bȩdzie produktem krzywych eliptycznych Wtedy
np. E1 jest dywizorem typu T1∗.

Stwierdzenie 15 Na powierzchniach hipereliptycznych nie istnieja̧ dywizory typu
T2 i T3.

Dowód. Powierzchnia hipereliptyczna X jest postaci X = (E1 × E2)/G gdzie
E1, E2 sa̧ krzywymi eliptycznymi a G jest grupa̧ abelowa̧ operuja̧ca̧ na E1 jako
grupa translacji a na E2 w ten sposób, że E2/G ∼= P1 (cf. [1, V.5]). Niezmienniki
takich powierzchni sa̧ dobrze opisane. W szczególności h2(OX) = 0 i h1,1(X) = 2.
Cia̧g wyk ladniczy snopów indukuje d lugi cia̧g kohomologii

H1(X,Z) −→ H1(X,OX) −→ H1(O∗
X) −→ H2(X,Z) −→ H2(OX) ∼= 0.

Zatem grupa Nerona-Severiego dla X ma rza̧d 2.
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Niech πi : X −→ Ei/G, dla i = 1, 2 bȩda̧ naturalnymi rzutowaniami. Ich
w lókna sa̧ krotnościami krzywych eliptycznych F1, F2 generuja̧cych grupȩ N(X).
Dywizor D = λ1F1 + λ2F2 jest szeroki wtedy i tylko wtedy, gdy λ1, λ2 > 0. Zatem
B(X) sk lada siȩ z dwóch pó lprostych generowanych przez F1 i F2. Oznacza to, że
każdy dywizor B ∈ B(X) jest krotnościa̧ F1 lub F2. Czyli jest typu T1∗ i żaden
inny typ nie jest możliwy.

5 Powierzchnie eliptyczne

Przyk lad 16 Niech E bȩdzie krzywa̧ eliptyczna̧ a C krzywa̧ o genusie g ≥ 2.
Wtedy X = E × C jest powierzchnia̧ eliptyczna̧ (KX = pr∗2KC). Każde w lókno
jednej z naturalnych projekcji na X jest typu T1∗.

Przyk lad 17 Niech C bȩdzie g ladka̧ krzywa̧ o genusie g ≥ 2 i niech X z rzu-
towaniem p : X −→ C bȩdzie powierzchnia̧ prostokreślna̧ jak w Przyk ladzie 2.
Niech D ∈ |OX(1)| bȩdzie ustalonym dywizorem i niech R bȩdzie wia̧zka̧ linio-
wa̧ stopnia 2g na C. Z Lematu 4 wynika, że wia̧zka liniowa N = 4D + p∗R
jest bardzo szeroka. Na podstawie twierdzenia Bertiniego istnieje g ladki dywizor
B ∈ |N |. Niech π : Y −→ X bȩdzie nakryciem podwójnym rozga lȩzionym nad B.
Powierzchnia Y jest g ladka i dla jej wia̧zki kanonicznej mamy

KY = π∗(KX +
1

2
B) = π∗(p∗(KC +R)).

Zatem wszystkie sekcje globalne KY sa̧ sta le wzd luż w lókien p (pochodza̧ z krzywej
C) co oznacza, że kod(Y ) = 1. Ponadto Y jest powierzchnia̧ minimalna̧ (nie zawiera
(−1)−krzywych), gdyż produkt przeciȩcia wia̧zki kanonicznej z dowolna̧ krzywa̧ jest
liczba̧ parzysta̧: KY =num π∗((4g−2)F ) (F oznacza w lókno p). Dywizor G = π∗D
jest typu T2. Istotnie, G2 = D2 = 0 i przeciȩcie G z dowolna̧ krzywa̧ jest dodatnie
co wynika z formu ly rzutowania (projection formula).

Przyk lad 18 Niech D ∈ P2 bȩdzie g ladka̧ krzywa̧ stopnia 4. Niech X = D × P1

bȩdzie iloczynem kartezjańskim krzywych z rzutowaniami pr1 : X −→ D and
pr2 : X −→ P1. Rozważmy wia̧zkȩ N = 4D + 4E na X (przez E oznaczamy
klasȩ w lókna pr1). Jeśli krzywa D jest dostatecznie ogólna, na X nie ma żadnych
relacji, co oznacza, że grupa Nerona-Severiego jest wolna i generowana przez D i
E. Zatem krzywa C = αD + βE jest efektywna jeśli α ≥ 0 i β ≥ 0. Z kryterium
Nakai-Moishezona wynika, że wia̧zka liniowa N jest szeroka. Co wiȩcej Lemat
3 implikuje, że jest ona bardzo szeroka tzn. zadaje zanurzenie X w pewne Pk.
System liniowy |N | zawiera w szczególności dywizor B postaci 4 różne w lókna
pr1 + 4 różne w lókna pr2. W szczególności B ma 16 punktów podwójnych i sa̧
to jego jedyne osobliwości. Niech π : Y −→ X bȩdzie nakryciem podwójnym
rozga lȩzionym nad B. Powierzchnia Y ma także 16 punktów podwójnych. Podobne
rachunki jak w poprzednim przyk ladzie pokazuja̧, że Y jest powierzchnia̧ eliptyczna̧.
Ponadto, ponieważ B jest dywizorem zawartym w hiperp laszczyźnie, Y może być
zanurzone w Pk+1. Niech σ : Ỹ −→ Y bȩdzie minimalna̧ rezolwenta̧ osobliwości
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Y . Powierzchnia Ỹ zawiera 16 krzywych z samoprzeciȩciem −2. Dywizor M =
σ∗(OPk+1(1)|Y ) jest typu T3 ponieważ ścia̧ga wszystkie (−2)−krzywe.

Podsumowuja̧c powyższe przyk lady mamy

Stwierdzenie 19 Istnieja̧ minimalne powierzchnie eliptyczne zawieraja̧ce dywizo-
ry każdego z typów T1∗, T2, T3.

6 Powierzchnie ogólnego typu

Dla powierzchni ogólnego typu mamy nastȩpuja̧ce

Stwierdzenie 20 Istnieja̧ minimalne powierzchnie ogólnego typu zawieraja̧ce dy-
wizory każdego z typów T1∗, T2, T3.

Przyk lad 21 Niech X = C ×D bȩdzie iloczynem kartezjańskim dwóch krzywych
o genusie ≥ 2. W lókno każdego z rzutowań na X jest typu T1∗.

Przyk lad 22 Niech X bȩdzie jak w Przyk ladzie 2 (zachowujemy notacjȩ z
Przyk ladu) i niech N = 6D+p∗R, gdzie degR ≥ 2g. Z Lematu 4 wynika, że N jest
bardzo szeroki a zatem istnieje g ladki dywizor B ∈ |N |. Niech π : Y −→ X bȩdzie
nakryciem podwójnym rozga lȩzionym nad B. Analogicznie jak w Przyk ladzie 17
pokazujemy, że powierzchnia Y jest g ladka̧ minimalna̧ powierzchnia̧ ogólnego typu
i π∗(D) jest typu T2.

Przyk lad 23 Niech X bȩdzie powierzchnia̧ stopnia 5 w P3, której jedynymi oso-
bliwościami sa̧ punkty podwójne. Wtedy X jest ogólnego typu i przecia̧gniȩcie
wia̧zki OX(1) na minimalna̧ rezolwentȩ X zadaje dywizor typu T3 (ścia̧ga krzywe
wyja̧tkowe nad punktami podwójnymi).

Uwagi końcowe

Wszystkie przyk lady dywizorów typu T2 w tej pracy zwia̧zane sa̧ z przyk ladem
Mumforda. Również dywizory typu T3 powstaja̧ w ten sam sposób: jako
przecia̧gniȩcia bardzo szerokiej wia̧zki na minimalna̧ rezolwentȩ osobliowści danej
powierzchni. Interesuja̧ce by loby uzyskanie istotnie innych przyk ladów lub
wykazanie, że takie przyk lady nie istnieja̧.
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On the Closure of Ample Cone

Summary

In this note we study nef non-ample divisors on algebraic surfaces. We divide them
in three mutually disjoint classes and show that the existence of divisors in a given
class is related to the Kodaira-Enriques classification of surfaces. In particular we
construct examples of Mumford type for elliptic surfaces and surfaces of general
type.
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