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Zatozenie

Pracujemy nad ciatem charakterystyki zero. J
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Francesco Polizzi, mathoverflow, pytanie 67265

. o 2 . . 3 . .
Homs When is a general projection of d* points in P° a complete intersection? o
FIENE Asked 10 years, 11 months ago  Modified 10 years, 11 months ago  Viewed 550 times
® Questions

. Itis well known that 4 general points in IP? are complete intersection of two conics. On the other Related

e hand, if d > 3, 4% general points are not a complete intersection of two curves of degree d. More

Users 8 precisely, if d = 3 there is only one cubic passing through 9 general points, whereas if d > 4 there Pl Computing 3 points Gromov-Witten

is no curve of degree d passing through d? general points. nvariants of the Grassmannian
Unanswered

Conics in the quadic line complex
While investigating some questions about factoriality of singular hypersurfaces of ", I ran across
the following problem, which seems quite natural to state. Bl complete intersection space curves

. Counting curves of degree 4 in B
Letd > 3 be a positive integer and let Q C P* be a subset made of d? distinct points,

with the following property: for a general projection 7: P* — P?, the subset 7(Q) C P? L
is the complete intersection of two plane curves of degree d. 6 How to write down a generic genus g curve
in ™ as an intersection of hypersurfaces?

multi-tangent space for algebraic curves

Is it true that Q itself is contained in a plane (and is the complete intersection of two

4 When is a pair of space curves that intersect
curves of degree d)? pair of sp

(plenty) a complete intersection?

If not, what is a counterexample? 1 Conics on the complete intersection of two
quadrics
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Zbiory geproci

Niech Z C P3 bedzie zbiorem a - b punktéw, gdzie a < b. Méwimy,
ze Z jest (a, b)-geproci jesli dla dowolnego rzutowania na
ptaszczyzne T z ogélnego punktu P obraz Z jest przecieciem
transwersalnym dwéch krzywych w I, jednej stopnia a i drugiej
stopnia b.

Justyna Szpond Klasyfikacja pewnych zbioréw geproci



Zbiory geproci

Niech Z C P3 bedzie zbiorem a - b punktéw, gdzie a < b. Méwimy,
ze Z jest (a, b)-geproci jesli dla dowolnego rzutowania na
ptaszczyzne T z ogélnego punktu P obraz Z jest przecieciem
transwersalnym dwéch krzywych w I, jednej stopnia a i drugiej
stopnia b.

W skrécie: GEneral PROjection is a Complete Intersection.

Justyna Szpond Klasyfikacja pewnych zbioréw geproci



Odpowiedz na pytanie Polizzi'ego - Dmitri Panov, 2011

Zbiér Z nazywamy (a, b)-krata jesli
@ Z skfada sie z dokfadnie ab punktéw oraz,
e Z=ANBSB,

gdzie A jest suma a > 2 parami rozfacznych prostych oraz B jest
suma b > a parami rozfacznych prostych takich, ze kazda prosta z
A przecina kazda prosta z B w dokfadnie jednym punkcie.
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Odpowiedz na pytanie Polizzi'ego - Dmitri Panov, 2011

Zbiér Z nazywamy (a, b)-krata jesli
@ Z skfada sie z dokfadnie ab punktéw oraz,
e Z=ANBSB,
gdzie A jest suma a > 2 parami rozfacznych prostych oraz B jest

suma b > a parami rozfacznych prostych takich, ze kazda prosta z
A przecina kazda prosta z B w dokfadnie jednym punkcie.

\

Uwaga

(a, b)-krata jest niezdegenerowana.
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Odpowiedz na pytanie Polizzi'ego - Dmitri Panov, 2011

Zbiér Z nazywamy (a, b)-krata jesli
@ Z skfada sie z dokfadnie ab punktéw oraz,
e Z=ANBSB,
gdzie A jest suma a > 2 parami rozfacznych prostych oraz B jest

suma b > a parami rozfacznych prostych takich, ze kazda prosta z
A przecina kazda prosta z B w dokfadnie jednym punkcie.

\

Uwaga

(a, b)-krata jest niezdegenerowana.

(a, b)-krata jest (a, b)-geproci. Jest to przeciecie dwéch
(rozkfadalnych) krzywych stopni a i b.
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Salvatore Giuffrida, Steven Diaz, 1986

Twierdzenie (Giuffrida, Diaz, 1986)

Liczba punktéw przeciecia dwdch nierozktadalnych krzywych
Cy, G, C P2 stopni a i b, ktére nie lezg na jednej ptaszczyznie jest
ograniczona z gory przez

(a—1)(b—1)+1.

Ponadto, maksymalna wartosSc jest osiagana tylko wtedy, gdy
krzywe leza na tej samej kwadryce.
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Salvatore Giuffrida, Steven Diaz, 1986

Twierdzenie (Giuffrida, Diaz, 1986)

Liczba punktéw przeciecia dwdch nierozktadalnych krzywych
Cy, G, C P2 stopni a i b, ktére nie lezg na jednej ptaszczyznie jest
ograniczona z gory przez

(a—1)(b—1)+1.

Ponadto, maksymalna wartosSc jest osiagana tylko wtedy, gdy
krzywe leza na tej samej kwadryce.

Zbior punktéw przeciecia 2 gtadkich nierozktadalnych krzywych
Ci, Co C P3 stopni a i b, ktére nie leza na tej samej ptaszczyznie
nie jest (a, b)-geproci.
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The first non-grid example

Transactions of the American Mathematical Society, 2021

Levico Terme, 2018, workshop on Lefschetz Properties and Jordan
Type in Algebra, Geometry and Combinatorics.

Alessadra Bernardi, Luca Chiantini, Graham Denham,
Giuseppe Favacchio, Brian Harbourne, Juan Migliore,
Tomasz Szemberg, J. Sz.
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The first non-grid example

Transactions of the American Mathematical Society, 2021

Levico Terme, 2018, workshop on Lefschetz Properties and Jordan
Type in Algebra, Geometry and Combinatorics.

Alessadra Bernardi, Luca Chiantini, Graham Denham,
Giuseppe Favacchio, Brian Harbourne, Juan Migliore,
Tomasz Szemberg, J. Sz.

Twierdzenie

System pierwiastkowy Dy rozwazany w przestrzeni rzutowej P3 jest
(3,4)-geproci, ktéry nie jest krata.
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Konfiguracja Dy

Zbiér D, sktada sie z nastepujacych punktéw:
(0:1:1:0) (0:1:0:-1) (0:0:1:1)
(1:0:1:0) (1:0:0:—-1) (0:0:1:-1)
(1:1:0:0) (1:0:0:1) (0:1:0:1)
(0:1:-1:0) (1:0:-1:0) (1:-1:0:0)
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Konfiguracja Dy

Zbiér D, sktada sie z nastepujacych punktéw:

(0:1:1:0) (0:1:0:-1) (0:0:1:1)
(1:0:1:0) (1:0:0:—-1) (0:0:1:-1)
(1:1:0:0) (1:0:0:1) (0:1:0:1)
(0:1:-1:0) (1:0:-1:0) (1:-1:0:0)

Zbiér Dy lezy na 4 roztacznych prostych:

x=y—z+w=0
y=x—z+w=0
z=x—-y+w=0
w=x+y+z=0.

Kazda z nich zawiera po 3 punkty.
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Pot-kraty

Niezdegenerowany geproci zbiér Z nazywamy pot-krata jesli rzut
Z' zbioru Z z ogélnego punktu na ptaszczyzne jest przecieciam
transwersalnym dwéch krzywych ptaskich, gdzie doktadnie jedna z
nich moze by¢ suma prostych.
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Problem geograficzny

Dla jakich par liczb naturalnych a < b istnieje niezdegenerowany
zbiér (a, b)-geproci w P3, ktdry nie jest krata?
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Problem geograficzny

Dla jakich par liczb naturalnych a < b istnieje niezdegenerowany
zbiér (a, b)-geproci w P3, ktdry nie jest krata?

v

Twierdzenie (POLITUS)

Istieje niezdegenerowany zbiér (a, b)-geproci w P2, ktéry nie jest
krata wtedy i tylko wtedy, gdy
@ a=3ib=4 albo;

@ a > 4 (standard construction).
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Problem geograficzny

Dla jakich par liczb naturalnych a < b istnieje niezdegenerowany
zbiér (a, b)-geproci w P3, ktdry nie jest krata?

v

Twierdzenie (POLITUS)

Istieje niezdegenerowany zbiér (a, b)-geproci w P2, ktéry nie jest
krata wtedy i tylko wtedy, gdy
@ a=3ib=4 albo;

@ a > 4 (standard construction).

Twierdzenie (POLITUS)

Niech Z bedzie zbiorem (3, 4)-geproci. Wtedy
@ albo Z jest (3,4)-krata;
@ albo Z jest Dj.
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Czy istnieja przyktady zbioréw geproci, ktére nie s3 pdt-kratami?

Znane sa tylko trzy takie przykfady:
e konfiguracja Ha, zbiér (6,10)-geproci
(Paulina Wisniewska, Maciej Zieba, 2021),
@ konfiguracja Penrose’a, zbior (5, 8)-geproci,

e tajemniczy zbior (10, 12)-geproci.
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Klasyfikacja (4,4)-p6t-krat

Problem

Sklasyfikowac wszystkie niezdegenerowane zbiory (4, 4)-geproci,
ktére nie sa kratami.
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Klasyfikacja (4,4)-p6t-krat

Problem

Sklasyfikowac wszystkie niezdegenerowane zbiory (4, 4)-geproci,
ktore nie sa kratami.

Podalismy petna klasyfikacje, przy dodatkowym zatozeniu, ze zbior
(4,4)-geproci jest pot-krata.

.
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Pot-kraty

Twierdzenie (Klasifikacja (4,4)-p6t-krat, POLITUS, 2023)

Niech Z C P? bedzie (4,4)-pSt-krata. Wtedy, z doktadnoscia do
rzutowej réwnowaznosci, Z jest albo
(a) przypadek anharmoniczny

(1:0:0:0), (0:1:0:0), (1:1:0:0), (1:0:1:1),
(0:0:1:0), (0:0:0:1), (0:0:1:1), (0:1:-1:0),
(1:0:1:0), (0:1:0:1), (1:1:1:1), (1:1:0:1),
(1:0:€:0), (0:1:0:¢), (L:1:e:¢), (e:e—1:1:¢),

gdzie € jest prymitywnym pierwiastkiem z jedynki rzedu szes¢, albo
(b) przypadek harmoniczny

(1:0:0:0), (0:1:0:0), (1:1:0:0), (1:0:0:-1),
(0:0:1:0), (0:0:0:1), (0:0:1:1), (0:1:1:0),
(1:0:1:0), (0:1:0:1), (1:1:1:1), (1:1:1:-1),
(1:0:-1:0), (0:1:0:-1), (1:1:-1:-1), (-1:1:1:1).
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Dwa przypadki

harmoniczny anharmoniczny
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Szkic dowodu

Z jest (4,4)-pot-krata

Krok 1.

Niech W C Z bedzie zbiorem 4 wspétliniowych punktéw (lezacych
na jednej z prostych). Wtedy Z \ W jest zbiorem (3, 4)-geproci.

Poniewaz istniejg 4 wspétliniowe punkty w Z \ W, wiec jest to
(3,4)-krata.

R: Ry | Rc

n a| bi| a

rn  al| b| o

3 a3| b3| @

ra dg b4 Cy

Justyna Szpond Klasyfikacja pewnych zbioréw geproci



Lemat (Kwadryki i (2,4)-kraty)

Niech R, R' C P3 beda parg skosnych prostych. Niech Py, ..., P4
bedzie zbiorem parami réznych punktéw na R i niech Py, ..., P,
bedzie zbiorem parami réznych punktéw na R’. Niech r; bedzie
prosta wyznaczong przez punkty PiP! dlai=1,..., 4. Proste
n,...,r sa zawarte w kwadryce wtedy i tylko wtedy, gdy

J(P1, P2; P3, Py) = j(P1, Py; Py, Py).

R R’
n P Pi
rn P P
rs P3| P3
ra Py Py
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n ai| bi| a

rn a| b| o

3 a3| b3| @

ra a4 b4 C4

Poniewaz ry, ..., ry s3 zawarte w kwadryce, wiec mamy

J(a1, az; a3, as) = j(b1, bo; b3, bs) = j(c1, @2; c3, ca).
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Krok 2. Wybér innych prostych z p6t-kraty.
Rq
R, Rp R

Ly
ry a1 b1 a dq
Ly
r a by o d>
L3
r a3 b C
3 3 b3 3 ds
ra dg b4 Cy
ds
La

Wymianiajac R; na Ry otrzymujemy pewna permutacje 5 punktéw
na prostej Ry (nie identyczno$¢). Zatem

J(b17 b21 b3a b4)

J(d1, d2; d3, da) = j(c1, c2; c3, ca) = j(bg(1), bs2): ba(3), bpay) = J

— —= = = =



Krok 3. Wtasnosci liniowych odwzorowan rzutowych na proste;j
rzutowe;.

Niech P,Q,R,S € P i niech f : {P, Q, R, S} — P! bedzie
odwzorowaniem takim, ze

J(P,Q: R, 5) = j(f(P), f(Q): £(R), f(5))-

Wtedy f rozszerza sie do odwzorowania rzutowego f : Pt — P, )
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Krok 3. Wtasnosci liniowych odwzorowan rzutowych na proste;j
rzutowe;.

Niech P,Q,R,S € P i niech f : {P, Q, R, S} — P! bedzie
odwzorowaniem takim, ze

J(P,Q: R, 5) = j(f(P), f(Q): £(R), f(5))-

Wtedy f rozszerza sie do odwzorowania rzutowego f : Pt — P, )

Jedli f, f, : P — P! s3 rzutowymi liniowymi inwolucjami z dwoma
punktami statymi (te same), to f; = f,.
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Krok 3. Wtasnosci liniowych odwzorowan rzutowych na proste;j
rzutowe;.

Niech P,Q,R,S € P i niech f : {P, Q, R, S} — P! bedzie
odwzorowaniem takim, ze

J(P,Q: R, 5) = j(f(P), f(Q): £(R), f(5))-

Wtedy f rozszerza sie do odwzorowania rzutowego f : Pt — P,

Jedli f, f, : P — P! s3 rzutowymi liniowymi inwolucjami z dwoma
punktami statymi (te same), to f; = f,.

V.
Jedli £ : Pt — P! jest rzutowym liniowym odwzorowaniem z

doktadnie jednym punktem statym, wtedy wszystkie inne punkty w
P! maja nieskoriczone orbity.

o
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Zastosowanie

o (3 rozszerza sie do odwzorowania P! — P! skohczonego rzedu.
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Zastosowanie
o (3 rozszerza sie do odwzorowania P! — P! skohczonego rzedu.

e (3 ma punkty state na przecieciu Ry z transwersalami T1 (i Ty,
jesli istnieje).
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Zastosowanie
o (3 rozszerza sie do odwzorowania P! — P! skohczonego rzedu.
e (3 ma punkty state na przecieciu Ry z transwersalami T1 (i Ty,
jesli istnieje).
@ Musza istnie¢ dwie transwersale, gdyz w przeciwnym

przypadku 3 miataby tylko jeden punkt staty, przy
skonczonych orbitach.
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Krok 4.
WezZmy inng permutacje ~, ktoéra otrzymamy zaczynajac od
prostych R,, Rp, Ry.

Albo (3 albo v nie jest inwolucja (Wtasnosé 2).
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Krok 4.
WezZmy inng permutacje ~, ktoéra otrzymamy zaczynajac od
prostych R,, Rp, Ry.

Albo (3 albo v nie jest inwolucja (Wtasnosé 2).

J(a1, a2; a3, as) musi by¢ specjalne.
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Krok 4.
WezZmy inng permutacje ~, ktoéra otrzymamy zaczynajac od
prostych R,, Rp, Ry.

Albo (3 albo v nie jest inwolucja (Wtasnosé 2).

J(a1, a2; a3, as) musi by¢ specjalne.

o przypadek harmoniczny (j(a1, a2; a3, a4) € {1, 3,2}),

e przypadek anharmoniczny (j(a1, a2; a3, as) € {¢,€}).
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Krok 4.
WezZmy inng permutacje ~, ktoéra otrzymamy zaczynajac od
prostych R,, Rp, Ry.

Albo (3 albo v nie jest inwolucja (Wtasnosé 2).

J(a1, a2; a3, as) musi by¢ specjalne.

o przypadek harmoniczny (j(a1, a2; a3, a4) € {1, 3,2}),
e przypadek anharmoniczny (j(a1, a2; a3, as) € {¢,€}).
Reszta dowodu to wybér odpowiednich wspotrzednych i obliczenia.
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you!
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