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TEORIA PRZECI
↪

EĆ

W ZESPOLONEJ GEOMETRII ANALITYCZNEJ

I JEJ ZASTOSOWANIA

Cz
↪
eść I

Piotr Tworzewski (Kraków)

1. Wst
↪
ep

1A. Uwagi wst
↪
epne. Praca ta jest pierwsz

↪
a w planowanej serii publikacji

dotycz
↪
acych teorii przeci

↪
eć w zespolonej geometrii analitycznej i jej zastosowań.

G lównym celem tej serii jest przedstawienie pe lnego obrazu teorii, co powoduje
konieczność koncentracji uwagi na najtrudniejszych i ma lo zbadanych przeci

↪
eciach

niew laściwych. Prace badawcze w tym zakresie biegn
↪
a aktualnie w wielu kierunk-

ach powoduj
↪
ace ci

↪
ag l

↪
a zmian

↪
e pogl

↪
adów i technik. Można przewidywać, że w

ci
↪
agu najbliższych dwóch lat wyjaśni si

↪
e wi

↪
ekszość problemów o charakterze pod-

stawowym i teoria zacznie sprawnie dzia lać podobnie jak opracowana w pracach
[D] i [W] teoria przeci

↪
eć w laściwych. Równolegle do budowy samej teorii powstaj

↪
a

prace stanowi
↪
ace jej zastosowania w różnych ga l

↪
eziach geometrii analitycznej i al-

gebraicznej. Pozwalaj
↪
a one na kontrol

↪
e skuteczności teorii oraz pokrewnych metod

opartych na uogólnieniach algorytmu Stückrada-Vogela.
Prezentowana, pierwsza cz

↪
eść cyklu, poza obszernym wst

↪
epem i literatur

↪
a przed-

stawia zestaw poj
↪
eć, wybranych pod k

↪
atem późniejszych zastosowań przy kon-
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strukcji teorii przeci
↪
eć. Z naturalnych wzgl

↪
edów zak ladana jest tutaj znajomość

podstawowych poj
↪
eć analizy i geometrii analitycznej zespolonej. Pe lny zestaw

niezb
↪
ednych wiadomości z tego zakresu znajdujemy na przyk lad w ksi

↪
ażce [ L].

1B. Teoria przeci
↪
eć. Teoria, o której b

↪
edziemy mówić, zajmuje si

↪
e badaniem

przeci
↪
eć uk ladów podzbiorów analitycznych rozmaitości zespolonych, co zazwyczaj

przet lumaczyć można na badanie rozwi
↪
azań uk ladów równań analitycznych. Już w

prostych sytuacjach znajdujemy ciekawe elementy. Badaj
↪
ac przyk ladowo przeci

↪
ecie

zbiorów:
X = {(x, y) ∈ C2 : y = x2(x− 1)},
Y = {(x, y) ∈ C2 : y = 0},

otrzymujemy X ∩Y = {(0, 0), (1, 0)}. Jednak przy dok ladniejszej analizie widzimy,
że przeci

↪
ecie w każdym z punktów ma nieco inny charakter (krotność). Podkreślaj

↪
ac

t
↪
e różnic

↪
e piszemy X · Y = 2 · {(0, 0)} + {(1, 0)}.

Jest to teoria bardzo m loda gdyż za pierwsze systematyczne jej uj
↪
ecie uznaje si

↪
e

prac
↪
e [D] Richarda N. Drapera z 1969 roku. Badania prowadzone w jej zakresie

odwo luj
↪
a si

↪
e cz

↪
esto do wzorców z zakresu teorii przeci

↪
eć budowanej od ponad trzech

wieków w ramach geometrii algebraicznej (w powyższym przyk ladzie równania s
↪
a

wielomianowe). Zapisane pocz
↪
atki tej algebraicznej teorii znajdujemy w pracy Iza-

aka Newtona [N] z 1680 roku oraz serii publikacji Étienne Bézouta rozpocz
↪
etej prac

↪
a

[B] w 1764 roku. Dotycz
↪
a one opisu rozwi

↪
azań uk ladu równań algebraicznych dwóch

lub wi
↪
ekszej ilości zmiennych – co jest aktualnie t lumaczone na badanie przeci

↪
eć

uk ladu zbiorów algebraicznych. Burzliwy rozwój badań w ostatnich latach dostar-
cza dwóch, formalnie różnych, podej́sć w teoriach Fultona – MacPhersona (zob. [F])
oraz Stückrada – Vogela (zob. [StV]). Teorie te maj

↪
a szereg wspólnych punktów;

bardzo ścis le relacje mi
↪
edzy nimi zbada l w ostatnich latach Leendert J. van Gastel

w pracach [G1] i [G2].

Bardzo ważnym i ci
↪
agle aktualnym problemem teorii przeci

↪
eć w zespolonej ge-

ometrii analitycznej jest podanie zadowolaj
↪
acej definicji iloczynu uk ladu podzbio-

rów analitycznych X1, . . . , Xt ustalonej rozmaitości zespolonej M . Użyteczna teo-
ria wymaga ciekawszego obiektu niż zwyk le mnogościowe przeci

↪
ecie X1 ∩ . . . ∩Xt.

Przyjmuje si
↪
e, że wynik jest cyklem analitycznym na M czyli formaln

↪
a sum

↪
a

A =
∑
C∈T

αCC,

gdzie αC ∈ Z \ {0} dla C ∈ T , zaś T jest lokalnie skończon
↪
a rodzin

↪
a parami

różnych, nierozk ladalnych podzbiorów analitycznych rozmaitości M . Gdy wszystkie
sk ladowe C maj

↪
a ten sam ustalony wymiar k, to A nazywać b

↪
edziemy k-cyklem.

Za lóżmy, że zbiory analityczne X1, . . . , Xt s
↪
a nierozk ladalne wymiarów odpowie-

dnio k1, . . . , kt, zaś M jest rozmaitości
↪
a wymiaru m. Mamy X1∩. . .∩Xt =

∪
C∈J C,

gdzie J jest rodzin
↪
a wszystkich sk ladowych nierozk ladalnych X1 ∩ . . . ∩ Xt. W

fundamentalnej pracy [D] określony jest iloczyn X1 · . . . · Xt zbiorów X1, . . . , Xt

w M , b
↪
ed

↪
acy cyklem analitycznym na M zadanym formu l

↪
a

X1 · . . . ·Xt =
∑
C∈I

i(X1 · . . . ·Xt, C) C,
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w której I ⊂ J jest rodzin
↪
a wszystkich sk ladowych nierozk ladalnych przeci

↪
ecia

X1 ∩ . . . ∩Xt wymiaru k1 + · · · + kt − (t− 1)m (zwanych sk ladowymi w laściwymi)
zaś i(X1 · . . . · Xt, C) jest krotności

↪
a przeci

↪
ecia wzd luż sk ladowej C. W naturalny

sposób definicj
↪
e t

↪
e możemy rozszerzyć (t-liniowo) na iloczyny cykli analitycznych.

Należy stwierdzić, że g lównym (i ogólnie znanym) mankamentem podanej definicji
jest omini

↪
ecie sk ladowych wymiarów wyższych od k1 + · · · + kt − (t − 1)m, czyli

cz
↪
esto najciekawszej cz

↪
eści przeci

↪
ecia X1 ∩ . . . ∩ Xt. Zbudowana przez Drapera

teoria dobrze pracuje jedynie przy badaniu przeci
↪
eć w laściwych, czyli sytuacji gdy

wszystkie sk ladowe nierozk ladalne s
↪
a w laściwe. Znacznie  latwiejsze podej́scie do tej

teorii prezentuje praca [W], daj
↪
aca również szereg wygodnych narz

↪
edzi do rozwoju

ca lej teorii. Przeci
↪
ecia w laściwe badane s

↪
a w pracy [TW4], maj

↪
acej dla późniejszych

badań znaczenie podstawowe.

W pracach [ATW] i [T2] rozważania wchodz
↪
a w zakres znacznie bardziej z lożo-

nych przeci
↪
eć niew laściwych, dość intensywnie badanych w geometrii algebraicznej,

zaś ma lo popularnych w geometrii analitycznej. Powodem tej sytuacji s
↪
a trudności

w stosowaniu aparatu algebraicznego, a g lównie brak ”globalnego pierścienia” o
dobrych w lasnościach. Praca [ATW] dotyczy przeci

↪
eć izolowanych. Przy przyj

↪
etych

uproszczeniach, odpowiada to ograniczeniu badań do przypadku t = 2, X1 ∩X2 =
{a}, gdzie a ∈ M . Można przyj

↪
ać, że w pracy tej zosta la opracowana pe lna teoria

krotności w tym zakresie. Teoria jest uznawana za kompletn
↪
a i zgodn

↪
a z ideami

algebraicznymi. Wst
↪
epn

↪
a kontynuacj

↪
e badań przeci

↪
eć niew laściwych w ogólnym

przypadku znajdujemy w pracy [AM1].

Praca [T2] zawiera propozycj
↪
e pe lnej definicji iloczynu zbiorów X1 i X2 b

↪
ed

↪
acego

cyklem analitycznym X1 • X2 na M

X1 • X2 =
∑
C∈T

αZC.

W pojawiaj
↪
acej si

↪
e tutaj rodzinie nierozk ladalnych podzbiorów analitycznych T

wyst
↪
epuj

↪
a wszystkie sk ladowe nierozk ladalne przeci

↪
ecia X1 ∩ X2, czyli J ⊂ T a

ponadto (podobnie jak w geometrii algebraicznej) nigdzieg
↪
este podzbiory anality-

czne, opisuj
↪
ace g l

↪
ebsze zwi

↪
azki zachodz

↪
ace mi

↪
edzy X1 i X2. W pracy pojawia si

↪
e

zupe lnie nowy sposób określania cyklu b
↪
ed

↪
acego iloczynem. Dla każdego a ∈ M

określamy (Definicja 6.1) krotność przeci
↪
ecia d(a) = d(a)(X1, X2) zbiorów X1 i

X2 w punkcie a, wed lug algorytmu (Algorytm 4.1) b
↪
ed

↪
acego lokalnym odpowied-

nikiem konstrukcji Stückrada–Vogela (zob. [G2], [G2], [SV], [V]). Kluczowy dla
konstruowanej teorii problem jest rozwi

↪
azywany w nast

↪
epuj

↪
acym twierdzeniu ([T2],

Tw. 6.2).

Twierdzenie. Funkcja d : M ∋ a −→ d(a) ∈ Z jest analitycznie konstruowalna.

Jednoznaczny rozk lad funkcji d prowadzi do określenia iloczynu X1 • X2 (Definicja
6.3). Naturalne kroki pozwalaj

↪
a na rozszerzenie tej definicji na przypadek dwóch
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(dwuliniowo) lub uk ladu cykli analitycznych. G lówne trudności pracy [T2] kon-
centruj

↪
a si

↪
e przy dowodach uk ladu faktów prowadz

↪
acych do kluczowych rozważań

dotycz
↪
acych aproksymacji i ci

↪
ag lości przeci

↪
eć przy przybliżaniu cykli analitycznych.

Potrzebna teoria rozwijana jest w oparciu o [TW4] oraz [W]. Szczególnie cenne s
↪
a

tutaj fakty daj
↪
ace informacje o ci

↪
ag lości przeci

↪
eć niew laściwych.

Teoria zbudowana w pracy [T2] (na bazie przygotowań prowadzonych w [TW4] i
[ATW]) daje, poza centraln

↪
a konstrukcj

↪
a iloczynu X1 • X2, ca ly szereg lokalnych

niezmienników biholomorfizmów opisuj
↪
acych wzajemne usytuowanie zbiorów przy

ustalonym punkcie. Teori
↪
e t

↪
e bez problemu możemy rozszerzyć do przypadku

uk ladu zbiorów nierozk ladalnych czy cykli analitycznych.

W ostatnich kilku latach podj
↪
eto szereg badań daj

↪
acych inne spojrzenie na

konstrukcj
↪
e krotności. W [AM2] zaproponowana zosta la ogólniejsza konstrukcja

algebraiczna oraz postawiono pytanie o jej zgodność z konstrukcj
↪
a podstawow

↪
a w

przypadku przecinania zbiorów analitycznych. W serii odpowiedzi na ten prob-
lem ([AR], [N1], [N2]) uzyskano nie tylko potwierdzenie zgodności ale również
odpowiedzi na szereg istotnych pytań znacznie lepsze od wst

↪
epnych z pracy [T2].

Wiadomo z nich, że funkcja krotności jest nie tylko konstruowalna ale nawet pó l-
ci

↪
ag la z góry w topoogii Zariskiego.

Aktualnie prace w zakresie teorii przeci
↪
eć w zespolonej geometrii analitycznej

id
↪
a w kierunku uzyskania charakteryzacji zbliżonych do otrzymanych w przypadku

przeci
↪
ecia w laściwego. W [R2] a nast

↪
epnie [N1], [N2], [AR] pokazana zosta la niezale-

żność wyniku przeci
↪
ecia od zanurzenia, co pozwala w szczególności na przeniesienie

ca lej teorii na zredukowane przestrzenie analityczne.

Różnorodne możliwości zastosowań teorii przeci
↪
eć możemy zilustrować badania-

mi prowadzonymi ostatnio w nast
↪
epuj

↪
acych kierunkach:

- teoria przeci
↪
eć a separacja regularna,

- efektywne Twierdzenie Hilberta o zerach,
- geometria krzywych analitycznych w przestrzeni Cm,

omówionych w kolejnych cz
↪
eściach wst

↪
epu. Można ponadto liczyć na ciekawe zas-

tosowania w zakresie rozwi
↪
azywania osobliwości zbiorów analitycznych.

1C. Teoria przeci
↪
eć a separacja regularna. Dla u latwienia prezentacji

wyników przypuśćmy teraz, że rozważana rozmaitość M jest podzbiorem otwartym
unormowanej, zespolonej przestrzeni wektorowej i oznaczmy przez ϱ(·, Z) funkcj

↪
e

odleg lości od zbioru Z ⊂ M . Ustalaj
↪
ac a ∈ X1 ∩X2 i p > 1 mówimy, że X1 i X2

s
↪
a p-oddzielone w punkcie a gdy

ϱ(z,X1) + ϱ(z,X2) > cϱ(z,X1 ∩X2)p,

dla z z dostatecznie ma lego otoczenia punktu a, przy pewnej sta lej c > 0.

Każda para zbiorów analitycznych spe lnia ten (w powyższy sposób zapisany)
warunek separacji regularnej ze stosownie dużym wyk ladnikiem p ([ L], IV.7). Zna-
lezienie jednak przynajmniej jednego, konkretnego p jest zwykle dość trudnym
zadaniem, b

↪
ed

↪
acym przedmiotem serii badań prowadzonych tak w konkretnych

przyk ladach jak i w szczególnych sytuacjach teoretycznych (zob. [ChK1], [ChKT],
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[C1], [C2], [CKT], [CT], [Ko1], [Ko2], [ L], [P], [T1]).

Prace [C1], [C2], [CT], [T1] poświ
↪
econe s

↪
a ustaleniu zwi

↪
azków mi

↪
edzy wyk ladni-

kiem p a w lasnościami iloczynu zbiorów X i Y . Naj latwiej zapisać jest przy pomocy
krotności przeci

↪
ecia d(a) zbiorów X i Y w ustalonym punkcie wprowadzonej w pracy

[T2]. W nieco uproszczonej formie, g lówne wyniki czterech wyżej omawianych prac
przedstawia nast

↪
epuj

↪
ace

Twierdzenie. Jeśli a ∈ X1 ∩X2, to zbiory X1 i X2 s
↪

a d(a)-oddzielone w punkcie
a.

Jest to w zasadzie wniosek z g lównych wyników prac [C1], [C2]. W pracy [T1] wynik
zosta l uzyskany dla przeci

↪
eć izolowanych (również niew laściwych) zaś w [CT] dla

dowolnych przeci
↪
eć w laściwych.

W kolejnych pracach z tego nurtu zastosowań wykazywane s
↪
a różnego typu osza-

cowania wzmacniaj
↪
ace wyniki z prac [ChK1], [JKS], [Ko1]. Znajdujemy je we

wst
↪
epnej formie w pracy [C2] oraz w pracach [ChK2], [CKT], [Ko2] i [S2]

1D. Efektywne Twierdzenie Hilberta o zerach. Ten nurt zastosowań re-
alizowany by l już w pracach [JKS], [Ko1] i [Ko2]. W pracy [PT] pojawi ly si

↪
e istotne

sygna ly, że wyk ladnik Noethera pozostaje w zwi
↪
azkach z krotnościami przeci

↪
eć

wyst
↪
epuj

↪
acych przy nim obiektów geometrycznych. Dotychczas uzyskane wyniki

mieszcz
↪
a si

↪
e w zakresie teorii przeci

↪
eć w laściwych. Jednak wnioski otrzymywane w

szczególnych sytuacjach pokazuj
↪
a, że podej́scie pozwala uzyskiwać bardzo ciekawe

wyniki również dla przeci
↪
eć niew laściwych.

1E. Geometria krzywych analitycznych w Cm. Temat ten dotyczy uzyski-
wania efektywnych zwi

↪
azków mi

↪
edzy różnymi parametrami opisuj

↪
acymi krzywe w

przestrzeni wielowymiarowej. Podj
↪
e ly go prace [ChK1] i [ChKT] w zakresie efekty-

wnych formu l na wyk ladnik  Lojasiewicza i krotność przeci
↪
ecia krzywych, wyliczan

↪
a

na podstawie ich parametryzacji. Przej́scie z dawno znanego, dość  latwego przy-
padku dwuwymiarowego do wyższych wymiarów okaza lo si

↪
e niespodziewanie trud-

ne. Trwaj
↪
a prace nad wyjaśnieniem sytuacji geometrycznej w oparciu o postać

relatywnych stożków stycznych. Spotykamy je w pracach [Cie], [K1] i [K3].

1. Podstawowe poj
↪
ecia

1A. Stopień zbioru analitycznego w punkcie. Na wst
↪
epie określimy tak

zwany stopień w punkcie dla afinicznych zbiorów analitycznych. Wprowadzenie tu
struktury unitarnej w rozpatrywanej przestrzeni ma jedynie znaczenie techniczne,
u latwiaj

↪
ace zapis.

Niech wi
↪
ec M b

↪
edzie m-wymiarow

↪
a, zespolon

↪
a przestrzeni

↪
a unitarn

↪
a, Z podzbio-

rem analitycznym zbioru otwartego Ω sta lego wymiaru k, a ustalonym punktem
Z, zaś ξ podprzestrzeni

↪
a liniow

↪
a M , wymiaru (m − k) tak

↪
a, że a jest punktem
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izolowanym Z ∩ (a + ξ). Mamy M = ξ⊥ + ξ. Wówczas istnieje sta la d ∈ N oraz
dowolnie ma le otoczenie a, postaci D = U + W , gdzie U ⊂ ξ⊥,W ⊂ ξ s

↪
a kulami

takie, że πξ|Z : D ∩ Z ∋ x + y → x ∈ U jest d-krotnym nakryciem rozga l
↪
ezionym.

Definicja 1.1. Wyżej określon
↪

a liczb
↪
e d b

↪
edziemy oznaczać µa(πξ|Z) i nazywać

krotności
↪

a rzutowania πξ|Z w punkcie a.

Liczb
↪
e t

↪
e wykorzystamy do określenia stopnia zbioru analitycznego w punkcie.

Nast
↪
epne twierdzenie jest bezpośredni

↪
a konsekwencj

↪
a ([Chi], 2.11.1-2) w rozpatry-

wanej sytuacji w której przez C(Z, a) oznaczamy stożek styczny do zbioru Z w
punkcie a.

Twierdzenie 1.2. Istnieje liczba d ∈ N \ {0} taka, że:

(1) µa(πξ|Z) = d, dla (m− k) wymiarowych ξ takich, że ξ ∩ C(Z, a) = {0},
(2) µa(πξ|Z) > d, dla (m− k) wymiarowych ξ takich, że ξ ∩ C(Z, a) ̸= {0}

ale a jest punktem izolowanym (ξ + a) ∩ Z.

Warto tutaj zauważyć, że warunek ξ∩C(Z, a) = {0} w pierwszej cz
↪
eści twierdzenia

 latwo poci
↪
aga informacj

↪
e, że a jest punktem izolowanym (ξ + a)∩Z, wymagan

↪
a do

określenia krotności projekcji. Możemy postawić nast
↪
epuj

↪
ac

↪
a definicj

↪
e

Definicja 1.3. Liczb
↪
e d określon

↪
a dla zbioru Z i punktu a ∈ Z nazywamy stopniem

Z w tym punkcie. Piszemy wtedy ν(Z, a) = d.

Uzyskana liczba, opisuj
↪
aca struktur

↪
e zbioru Z przy punkcie a posiada dwie ważne

w lasności wymagane w geometrii analitycznej, jest poj
↪
eciem lokalnym i niezmien-

nikiem biholomorfizmów (zob. [Chi] 2.11.1).

Twierdzenie 1.4. Niech Ω ⊂ Ω1 b
↪
ed

↪
a otwartymi podzbiorami przestrzeni uni-

tarnej M1 zaś Ω2 otwarty w przestrzeni unitarnej M2. Jeśli ϕ : Ω1 → Ω2 jest
biholomorfizmemi, to to dla podzbioru analitycznego Z sta lego wymiaru k zbioru Ω
oraz dowolnego punktu a ∈ Ω1 mamy równość ν(Z, a) = ν(ϕ(Z ∩ Ω1), ϕ(a)).

Przechodz
↪
ac od przypadku afinicznego do ogólnej sytuacji ustalmy M , m-wymia-

row
↪
a rozmaitość zespolon

↪
a, Z podzbiór lokalnie analityczny M sta lego wymiaru k

oraz a ∈ Z. Zak ladać b
↪
edziemy, że wszystkie rozpatrywane tu rozmaitości spe lniaj

↪
a

drugi aksjomat przeliczalności. W klasyczny sposób Twierdzenie 1.4 da nam mo-
żliwość przeniesienia poj

↪
ecia stopnia zbioru w jego punkcie na ten przypadek.

Definicja 1.5. Jeśli (U,φ) jest map
↪

a na M w otoczeniu punktu a tak
↪

a, że Z ∩ U
jest analityczny w U , to stopniem Z w punkcie a nazywamy liczb

↪
e ν(φ(Z∩U), φ(a))

nie zależ
↪

ac
↪

a od wyboru mapy. Oznaczać j
↪

a b
↪
edziemy ν(Z, a).

 Latwo zauważyć, że jest to rozszerzenie definicji z przypadku afinicznego. Gdy
zbiór Z jest analityczny w podzbiorze otwartym Ω rozmaitości M , przyjmujemy
dodatkowo ν(Z, a) = 0 dla a ∈ Ω \ Z otrzymuj

↪
ac naturalne rozszerzenie funkcji

krotności do zbioru Ω.
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1B. Cykle analityczne. Niech b
↪
edzie dana M , m-wymiarow

↪
a rozmaitość ze-

spolona. Wprowadzimy tutaj podstawowy zestaw poj
↪
eć opisuj

↪
acych cykle anality-

czne zwane także cz
↪
esto  lańcuchami holomorficznymi.

Definicja 1.6. Cyklem analitycznym na rozmaitości M nazywamy sum
↪
e formaln

↪
a

A =
∑
C∈T

αCC,

gdzie T jest lokalnie skończon
↪

a rodzin
↪

a, parami różnych, nierozk ladalnych pod-
zbiorów analitycznych rozmaitości M , zaś αC ∈ Z \ {0} dla C ∈ T .

Zbiór analityczny |A| =
∪

C∈T C nazywamy nośnikiem cyklu. Jeśli wszystkie
sk ladowe C cyklu A maj

↪
a ten sam wymiar k, to A nazywamy k−cyklem. Mówimy,

że cykl A jest dodatni, jeśli αC > 0 dla każdego C ∈ T . Przez G(M) oznaczać
b

↪
edziemy rodzin

↪
e cykli analitycznych na M z naturaln

↪
a struktur

↪
a grupy przemien-

nej. Dla k ∈ N, podgrup
↪
e k-cykli w G(M) b

↪
edziemy oznaczać przez Gk(M).

W naturalny sposób rozszerzyć możemy poj
↪
ecie stopnia zbioru analitycznego na

cykl analityczny. Jeżeli A =
∑

C∈T αCC jest cyklem analitycznym na M , to dla
a ∈ M suma

ν(A, a) =
∑
C∈T

αCν(C, a)

jest poprawnie określona i nazywamy ja stopniem cyklu A w punkcie a.

Niech teraz A b
↪
edzie cyklem analitycznym na m-wymiarowej rozmaitości M .

Wtedy istnieje jednoznaczny rozk lad A = A(m) +A(m−1) + ...+A(0), gdzie A(j) jest
j-cyklem, dla j = 0, ...,m. Określimy teraz uogólniony stopień cyklu A w punkcie
a za pomoc

↪
a nast

↪
epuj

↪
acej równości:

ν̃(A, a) = (ν(A(m), a), ..., ν(A(0), a)) ∈ Zm+1.

Przez ν(A) i ν̃(A) b
↪
edziemy oznaczać funkcje:

ν(A) : M ∋ a → ν(A, a) ∈ Z,
ν̃(A) : M ∋ a → ν̃(A, a) ∈ Zm+1.

Zauważmy, że ν(A, a) = ˜̂ν(A, a), gdzie ν̂ oznacza sum
↪
e wspó lrz

↪
ednych ν ∈ Zm+1.

1C. Funkcje pó lci
↪
ag le z góry. B

↪
edziemy tutaj mówić o pó lci

↪
ag lości bardzo

ogólnie, rozrzerzaj
↪
ac to poj

↪
ecie do przypadku odwzorowań określonych na prze-

strzeni topologicznej Y , prowadz
↪
acych w zbiór liniowo uporz

↪
adkowany R.

Definicja 1.7. Odwzorowanie f : Y → R nazywamy pó lci
↪

ag lym z góry jeśli dla
wszelkich c ∈ R zbiór f [c] = {y ∈ Y : f(y) > c} jest domkni

↪
ety w Y .

Interesować nas b
↪
ed

↪
a funkcje o wartościach w Zn, (uporz

↪
adkowanym leksyko-

graficznie), pó lci
↪
ag le z góry w topologii Zariskiego na ustalonej rozmaitości ze-

spolonej M . Oznaczmy

Un(M) = {f : M → Zn | f jest pó lci
↪

ag la z góry w topologii Zariskiego}.
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Lemat 1.8. Jeśli fα ∈ Un(M) dla α ∈ S, f : M → Zn oraz f(x) = min{fα(c) :
α ∈ S}, to f ∈ Un(M).

D o w ó d. Wystarczy zauważyć, że f [c] =
∩

α∈S f
[c]
α dla c ∈ Zn. �

Lemat 1.9. Jeśli M jest rozmaitości
↪

a spójn
↪

a oraz f ∈ Un(M) to f jest ograniczona
z do lu oraz lokalnie ograniczona z góry.

D o w ó d. Lokalna ograniczoność z góry wynika ze zwi
↪
azku a ∈ M \ f [c]

dla c > f(a). Ograniczoność z do lu otrzymujemy gdyż w przeliczalnej sumie
zbiorów analitycznych M =

∪
c∈Zn f [c] musi istnieć element równy ca lej (spójnej)

rozmaitości. �

Lemat 1.10. Jeśli M jest rozmaitości
↪

a zespolon
↪

a oraz f1, . . . , fn ∈ U1(M) to:

(1) f1 + . . . + fn ∈ U1(M),
(2) (f1, . . . , fn) ∈ Un(M).

D o w ó d. Możemy za lożyć, że wyj́sciowe funkcje s
↪
a ograniczone przez sta l

↪
a K,

mamy wtedy (f1 + . . . + fn)[c] =
∪
{
∩n

i=1 f
[ci] : c1 + . . . + cn = c, ci 6 K dla i =

1, . . . , n} co ze wzgl
↪
edu na skończoność sumy daje (1). Niech c = (c1, . . . , cn) ∈ Zn

otrzymujemy
(f1, . . . , fn)[c] =
((f1)[c1+1])∪((f1)[c1]∩(f2)[c2+1])∪ . . .∪((f1)[c1]∩(f2)[c2])∩ . . .∩(fn−1)[cn−1+1])∪
((f1)[c1] ∩ (f2)[c2]) ∩ . . . ∩ (fn−1)[cn−1] ∩ (fn)[cn])

sk
↪
ad  latwo wynika (2). �
Zachodzi nast

↪
epuj

↪
ace bardzo ważne twierdzenie (zob. [Wh], str. 237, [Chi]

2.11.4)

Twierdzenie 1.11. Jeśli Z jest podzbiorem analitycznym sta lego wymiaru k roz-
maitości M , to funkcja ν(Z) : M ∋ a → ν(Z, a) ∈ Z jest pó lci

↪
ag la z góry w topologii

Zariskiego.

Twierdzenie 1.11, oraz proste przeliczenia oparte na Lemacie 1.10 daj
↪
a nast

↪
epuj

↪
ace

Twierdzenie 1.12. Jeśli cykl A jest dodatni to: ν(A) ∈ U1(M) oraz ν̃(A) ∈
Um+1(M).

Przyk lad 1.13. Pó lci
↪

ag lość zestawienia, na ogó l nie poci
↪

aga pó lci
↪

ag lości sk lado-
wych. Zauważmy, że funkcja

f : C ∋ x → f(x) =

{
(1, 0), gdy x = 0,

(0, 1), gdy x ̸= 0.

jest pó lci
↪

ag la z góry ale jej druga sk ladowa nie jest pó lci
↪

ag la z góry.

1D. Funkcje konstruowalne analitycznie i ich rozk lady. Ustalmy roz-
maitości zespolone M i N . Rozpatrywać b

↪
edziemy klas

↪
e funkcji analitycznie kon-

struowalnych prowadz
↪
acych z M do N .
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Definicja 1.14. Funkcj
↪
e f : M → N nazywać b

↪
edziemy analitycznie konstruowa-

ln
↪

a na M jeśli jej wykres jest podzbiorem analitycznie konstruowalnym M ×N .

Klasa zbiorów analitycznie konstruowalnych opisana jest w ksi
↪
ażce [ L], (Rozdzia l

IV.8). Należy podkreślić, że rozpatrywane tutaj funkcje konstruowalne anality-
cznie określone b

↪
ed

↪
a zawsze na ca lej rozmaitości (a nie tylko jej podzbiorze) co

ma znacz
↪
ace nast

↪
epstwa. Interesować nas b

↪
ed

↪
a szczególnie funkcje konstruowalne

o wartościach w Zn ⊂ Cn. Oznaczmy

Kn(M) = {f : M → Zn | f jest analitycznie konstruowalna}.

Lemat 1.15. Jeśli f : M → Zn, to f ∈ Kn(M) dok ladnie wtedy gdy wszystkie
w lókna f s

↪
a podzbiorami analitycznie konstruowalnymi rozmaitości M .

D o w ó d. Mamy f−1(c)×{c} = f∩(M×{c}) wi
↪
ec w lókna funkcji konstruowalnej

s
↪
a konstruowalne. Zauważmy ponadto, że f =

∪
c∈Z(f−1(c)×{c}). Ponieważ suma

ta jest lokalnie skończona wi
↪
ec konstruowalność w lókien poci

↪
aga konstruowalność

funkcji. To kończy dowód lematu. �

Wniosek 1.16. Jeśli M jest rozmaitości
↪

a zespolon
↪

a oraz n > 1 to Un(M) ⊂
Kn(M).

Dowód. Dla dowolnego c ∈ Zn oznaczmy przez c′ element nast
↪
epny w Zn w

porz
↪
adku leksykograficznym. Wtedy f−1(c) = f [c] \ f [c′] jest zbiorem konstruowal-

nym jako różnica dwóch zbiorów analitycznych. �

Twierdzenie 1.17. Niech M b
↪
edzie rozmaitości

↪
a oraz f ∈ Kn(M). Wtedy:

(1) Jeśli C jest nierozk ladalnym podzbiorem analitycznym M , to istnieje c ∈ Zn

takie, że C ∩ f−1(c) = C,
(2) w lókna f stanowi

↪
a rodzin

↪
e lokalnie skończon

↪
a na M .

D o w ó d. Aby wykazać (1) wystarczy zauważyć, że C =
∪

c∈Zn C ∩ f−1(c).

Dla dowodu (2) z rodziny Kn(M) wybierzmy funkcj
↪
e konstruowaln

↪
a g, która

nie spe lnia rozpatrywanego warunku oraz jej nośnik (analityczny w M) supp (g) =

{x ∈ M : g(x) ̸= 0} ma najmniejszy wymiar. Weźmy {Cj}j∈J rodzin
↪
e, sk ladowych

nierozk ladalnych supp (g). Na podstawie (1) otrzymujemy ”wartości generyczne”
αj ∈ Zn funkcji g na Cj dla j ∈ J . Określmy h = g − p gdzie p =

∑
j∈J αjν(Cj).

Poniweważ p ∈ Kn(M) oraz lokalnie przyjmuje skończon
↪
a liczb

↪
e wartości, wi

↪
ec

h ∈ Kn(M), dim (supp (h)) < dim (supp (g)) oraz rodzina w lókien h nie może być
lokalnie skończona. Jest to sprzeczne z wyborem funkcji g. �

Wniosek 1.18. Kn(M) jest Z modu lem.

D o w ó d. Wynika to natychmiast z Twierdzenia 1.18 oraz Lematu 1.15. �
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Twierdzenie 1.19. Dla odwzorowania f = (f1, . . . , fn) : M → Zn nast
↪
epuj

↪
ace

warunki s
↪

a równoważne:

(1) f ∈ Kn(M),
(2) fi ∈ K1(M) dla i = 1, . . . , n.

D o w ó d. Bez k lopotu zauważamy, że (2) =⇒ (1) gdyż przeci
↪
ecie skończonej

rodziny zbiorów konstruowalnych jest konstruowalne. Dla dowodu przeciwnej im-
plikacji zauważmy, że w lókno sk ladowej jest sum

↪
a pewnej rodziny w lókien f . Na

podstawie twierdzenia 1.17 otrzymujemy tez
↪
e. �

Korzystaj
↪
ac z poprzednio wprowadzonych oznaczeń możemy wprowadzić odw-

zorowanie:

ν : G(M) ∋ A → ν(A) ∈ K1(M)

Jest ono poprawnie określone dla zbiorów C nierozk ladalnych w M wi
↪
ec na pod-

stawie Wniosku 1.18 również dla cykli analitycznych. Kluczow
↪
a rol

↪
e b

↪
edzie odgry-

wa lo nast
↪
epuj

↪
ace twierdzenie

Twierdzenie 1.20. Odwzorowanie ν : G(M) ∋ A → ν(A) ∈ K1(M) jest izomor-
fizmem Z modu lów

D o w ó d.  Latwo zauważyć, że ν jest monomorfizmem. Przypuśćmy wi
↪
ec teraz,

że ν(G(M)) ̸= K1(M) i wybierzmy f ∈ K1(M) \ ν(G(M)) tak
↪
a, że zbiór

supp (f) = {x ∈ M : f(x) ̸= 0}.

ma najmniejszy wymiar. Niech {Cj}j∈J b
↪
edzie rodzin

↪
a sk ladowych nierozk ladal-

nych zbioru supp (f). Na podstawie Twierdzenia 1.17 (1) otrzymujemy ”wartości
generyczne” αj funkcji f na Cj dla j ∈ J . Określmy g = f−

∑
j∈J αjν(Cj). Wtedy

g ∈ K1(M) \ ν(G(M)) oraz dim (supp (g)) < dim (supp (f)), co jest sprzeczne z
wyborem f . �
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adzyński, T. Krasiński, On the  Lojasiewicz exponent for analytic

curves, Banach Cent. Publ. 44 (1998), 73–80.

[ChK2] J. Ch
↪
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Intersection theory in complex analytic geometry and applications

Summary. This paper is to be treated as the first in the series on intersection
theory in complex analytic geometry and applications. As for prerequisites, the
reader is expected to be familiar with basic result of complex analytic geometry.
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