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JEDNOLISTNOŚĆ
PEWNEGO OPERATORA CA LKOWEGO

A. Weso lowski (Lublin)

1. Niech S oznacza klasȩ funkcji holomorficznych i jednolistnych w kole
Dr = {z : |z| < r}, D1 = D, postaci

f(z) = z + a2z
2 + . . . ,

Σ - klasȩ funkcji holomorficznych i jednolistnych na zewna̧trz ko la jednos-
tkowego D postaci

F (ζ) = ζ + b0 +
b1
ζ

+ . . . ,

a Σ0 - klasȩ wszystkich funkcji F ∈ Σ, dla których F (ζ) ̸= 0.

Wiadomo, że jeśli f jest funkcja̧ klasy S∗ = {f ∈ S : Re( zf ′(z)
f(z) ) > 0, z ∈ D},

to funkcja
∫ z

0
f(t)
t dt należy do klasy Sc = {f ∈ S, Re(1 + zf ′′(z)

f ′(z) ) > 0, z ∈ D}.
W tym przypadku ca lkowanie ”ulepsza” klasy funkcji.

Wobec tego powsta lo zagadnienie postawione przez M. Biernackiego [3]

dotycza̧ce jednolistności funkcji F (z) =
∫ z

0
f(t)
t dt, f ∈ S.

J. Krzyż i Z. Lewandowski [10] podali przyk lad funkcji f(z) = {z · exp(i−
1) log(1 − z)}, z ∈ D, dla której ca lka Biernackiego nie jest jednolistna w
żadnym kole Dr, dla którego r > e2π−1

e2π+1 = 0, 99 . . . .
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W zwia̧zku z tym pojawi ly siȩ dwa zasadnicze nastȩpuja̧ce zagadnienia:

10 dla jakiego zakresu liczb β, na ogó l zespolonych, funkcja
∫ z

0
( f(t)

t )β dt
jest jednolistna w D dla f ∈ S,

20 dla jakiego zakresu liczb α, na ogó l zespolonych, funkcja
∫ z

0
(f ′(t))α dt

jest jednolistna w D, gdy f ∈ S.

Nastȩpnie rozważano przypadki specjalne, gdy w 10 i 20 za lożenie f ∈ S
zostanie zasta̧pione przez f ∈ S̃, gdzie S̃ ⊂ S oznacza pewne ustalone znane
klasy funkcji i wreszcie rozważano nastȩpuja̧cy problem ”mieszany”:

30 dla jakiego zakresu liczb α i β, na ogó l zespolonych, funkcja

F (z;α, β) =

∫ z

0

(f ′(t))α (
g(t)

t
)β dt, z ∈ D,

jest jednolistna w D, gdy f i g należa̧ do S lub pewnych specjalnych
klas funkcji zawartych w S.

Oczywíscie zagadnienie dotycza̧ce jednolistności F (z; 0, β) stanowi prob-
lem 10, natomiast zagadnienie dotycza̧ce jednolistności F (z;α, 0) stanowi
problem 20.

Powyższa̧ problematyka̧ zajmowa lo siȩ wielu autorów. Wymieniȩ tu nie-
które z dotychczas uzyskanych wyników.

P.L. Duren, M.S. Shapiro, A.L. Shilds [6] wykazali, że F (z;α, 0), gdy f ∈ S,
jest jednolistna w D dla |α| ≤ 1

3 (
√

5 − 2) = 0, 078 . . . . J. Becker [2] poprawi l
ten wynik pokazuja̧c, że dla |α| ≤ 1

6 i f ∈ S F (z;α, 0) jest jednolistna w D.
W.M. Causey [4] wykaza l, że dla α = 0, β ̸= 1, β ∈ R i g ∈ S F (z; 0, β) jest

jednolistna w D, jeśli 0 < β ≤
√
5−2
4 = 0, 05 . . . i nie jest jednolistna w D, jeśli

β > 1
2 .

M. Nunokawa [11] poprawi l ten rezultat dowodza̧c, że dla g ∈ S F (z; 0, β)

jest jednolistna w D, jeśli 0 ≤ β ≤
√
1025−25
100 = 0, 07 . . . . Wynik Causeya

zosta l ulepszony przez niego w pracy [5], gdzie wykazano, że jednolistność
F (z; 0, β) zachodzi w D dla zespolonych β spe lniaja̧cych nierówność |β| ≤√

2−1
4 = 0, 102 . . . .
W.C. Royster [13] poda l przyk lad funkcji holomorficznej i jednolistnej w

D, dla której F (z;α, 0) nie jest funkcja̧ jednolistna̧ w D, jeśli |α| > 1
3 i α ̸= 1.

Postawi l też problem, dotychczas otwarty, jednolistności F (z;α, 0) dla f ∈ S,

gdy
√
5−2
3 < α ≤ 1

3 .
Najlepszy dotychczas wynik co do zakresu α dla jednolistności F (z;α, 0),

gdy f ∈ S, a mianowicie |α| ≤ 1
4 otrzyma l J.A. Pfaltzgraff [12].

W problemie 30 J. Godula [8] wykaza l, że dla f ∈ S i g ∈ S F (z;α, β) jest
jednolistna w D, jeśli 4|α| + 4|β| ≤ 1. K lada̧c g = f , β = −α otrzymujemy

F (z;α,−α) =

∫ z

0

(
tf ′(t)

f(t)
)α dt, f ∈ S, z ∈ D.

W dalszym cia̧gu, w miejsce symbolu F (z;α,−α) bȩdziemy używać symbolu
F (z;α, f). Zatem jednolistność funkcji F (z;α, f) w D dla |α| ≤ 1

8 jest oczy-
wista (na podstawie wspomnianego wyniku uzyskanego przez J. Godulȩ).
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 Latwo zauważyć, że dla α ∈ ⟨0, 1⟩ powyższy zwia̧zek daje w D zależność

miȩdzy funkcjami f ∈ S∗
⟨α⟩ = {f ∈ S∗; | arg zf ′(z)

f(z) | ≤ απ
2 , z ∈ D}, a funkcjami

F ∈ R⟨α⟩ = {f ∈ S; | arg f ′(z)| ≤ απ
2 , z ∈ D}, które sa̧ jednolistne w D

(patrz np.[7], str. 47). Warto również zauważyć, że F (z;α, f) jest funkcja̧

jednolistna̧ w D dla α ∈ ⟨0, 1⟩, jeśli f ∈ Š = {f ∈ S; Re[eiφ zf ′(z)
f(z) ] > 0, z ∈ D},

φ ∈ (−π
2 ,

π
2 ). Nastȩpnie zauważmy, że jeśli f ∈ S, α = 1, to F (z; 1, f) jest

funkcja̧ jednolistna̧ co najmniej w kole |z| < r0 = tanh π
4 = 0, 655 . . . .

W dalszym cia̧gu wykorzystane zostanie nastȩpuja̧ce kryterium jedno-
listności funkcji:

Twierdzenie A. [1] Jeśli f jest funkcja̧ holomorficzna̧ w D, f ′(0) ̸= 0 i jeśli
istnieje sta la c, |c| ≤ 1, c ̸= 1 taka, że

(1.1) |(1 − |z|2)
zf ′′(z)

f ′(z)
− c|z|2| ≤ 1, z ∈ D,

to f jest jednolistne w D.

2. Udowodnimy twierdzenie, którego wynik ”krzyżuje” siȩ ze wspomnia-
nym rezultatem otrzymanym przez Godulȩ w przypadku g = f i który dla
specjalnych wartości β i α jest lepszy od wyniku, jaki można uzyskać z
rezultatu Goduli.

Twierdzenie 2.1. Jeśli f ∈ S i α, β ∈ C spe lniaja̧ nierówność

(2.1) 3|β| + 2|2α + β| ≤ 1,

to

F (z) =

∫ z

0

(f ′(t))α (
f(t)

t
)β dt

jest funkcja̧ jednolistna̧ w D.

Dowód. Wiadomo, że jeśli G ∈ Σ, G(ζ) = ζ + b0 + b1
ζ + . . . , |ζ| > 1, to

(2.2) |G(ζ) − b0 − ζ| ≤ 3

|ζ|
,

(patrz np. [9], str. 146). Jeśli f ∈ S, f(z) = z + a2z
2 + . . . , to zwia̧zek G(ζ) =

1
f( 1

ζ )
, |ζ| > 1,miȩdzy funkcjami G ∈ Σ0 i f wraz z (2.2) daje nastȩpuja̧ca̧

nierówność

(2.3) | z

f(z)
+ a2z − 1| ≤ 3|z|2 dla z ∈ D.

Z określenia funkcji F otrzymujemy

(2.4)
zF ′′(z)

F ′(z)
= α

zf ′′(z)

f ′(z)
+ β(

zf ′(z)

f(z)
− 1), z ∈ D.

Po lóżmy

g(z) =
f( z+z0

1+zz̄0
) − f(z0)

f ′(z0)(1 − |z|2)
= z + β2z

2 + . . . , z ∈ D.
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Oczywíscie g ∈ S. Sta̧d otrzymujemy

(2.5)
z0f

′(z0)

f(z0)
=

−z0
g(−z0)(1 − |z0|2)

,
z0f

′′(z0)

f ′(z0)
=

2β2z0 + 2|z0|2

1 − |z0|2
.

Niech z0 ∈ D bȩdzie ustalonym punktem, który dla przejrzystości zapisu,
oznaczymy dalej przez z. Lewa strona nierówności (1.1) dla funkcji F , wobec
(2.4) i (2.5), daje siȩ zapisać w postaci

|c|z|2 − (1 − |z|2)
zF ′′(z)

F ′(z)
|

= |(c− 2α− β)|z|2 − β(
−z

g(−z)
− β2z − 1) − β2(2α + β)z|.

Przyjmuja̧c c = 2α + β otrzymujemy sta̧d, wobec (2.1) i (2.3),

|c|z|2 − (1 − |z|2)
zF ′′(z)

F ′(z)
| ≤ 3|β| + 2|2α + β| ≤ 1, z ∈ D.

Ponieważ z jest dowolnym ustalonym punktem D, to z kryterium Ahlforsa
otrzymujemy tezȩ twierdzenia.

Z Twierdzenia 2.1 otrzymujemy nastȩpuja̧cy wniosek dotycza̧cy klasycz-
nego zagadnienia.

Twierdzenie 2.2. Jeżeli f ∈ S i α ∈ C, to F (z) =
∫ z

0
( tf ′(t)

f(t) )α dt, z ∈ D, jest

funkcja̧ jednolistna̧ w D dla wszystkich α ∈ C takich, że |α| ≤ 1
5 .

Warto zauważyć, że rezultatu tego nie da siȩ uzyskać z cytowanego poprze-
dnio wyniku J. Goduli [8].

Tak wiȩc dla f ∈ S zbiór zmienności tych α, dla których F (z;α, f) jest
funkcja̧ jednolistna̧ w D zawiera ko lo |α| ≤ 1

5 . Interesuja̧ce jest wyznaczenie
tego zbioru.

Przyk lad funkcji f0 ∈ S∗, f0(z) = ze−z, z ∈ D, dla której F (z;α, f0) =
− 1

α+1 [(1 − z)α+1 − 1] wskazuje na to, że dla α ∈ (1,∞) funkcja F (z;α, f0) nie
jest jednolistna w D. Z drugiej strony, dla funkcji f1 ∈ Sc, f1(z) = z

1−z , z ∈ D,

mamy F (z;α, f1) = − 1
1−α [(1 − z)α − 1], a wiȩc w tym przypadku F (z;α, f1)

nie jest funkcja̧ jednolistna̧ dla α ∈ (−∞,−1). W takim razie problem jedno-
listności F (z;α, f) dla f ∈ S ma sens dla α ∈ R tylko wtedy, gdy α ∈ ⟨−1, 1⟩.
Wobec poprzednich spostrzeżeń problem jednolistności F (z;α, f), f ∈ S, w
przypadku rzeczywistych α, pozostaje otwarty dla α ∈ ⟨−1,−1

5 ) ∪ ( 1
5 , 1⟩.

Wykażemy nastȩpnie, że problem jednolistności funkcji F (z;α, f) dla dowol-
nej funkcji f ∈ S i α zespolonych pozostaje otwarty jedynie, gdy 1

5 < |α| ≤ 1.
W tym celu wykorzystamy nastȩpuja̧ce dwa lematy:

Lemat 2.1. Funkcja F (z, µ) = − 1
µ [(1 − z)µ − 1] = − 1

µ [eµ log(1−z) − 1], z ∈ D,
µ ∈ C, jest jednolistna w D wtedy i tylko wtedy, gdy µ leży w jednym z kó l
|µ− 1| ≤ 1, |µ + 1| ≤ 1.

Lemat o identycznej treści sformu lowany dla funkcji f(z) = (1 − z)µ, z ∈
D poda l W.C. Royster [13], lecz jego rozumowanie dowodowe obowia̧zuje
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tylko przy za lożeniu µ ̸= 0, które przeoczy l. Lemat 2.1 jest równoważny z
lematem Roystera, ale tylko dla µ ̸= 0. Dla µ = 0 jego lemat jest fa lszywy,
natomiast prawdziwy jest Lemat 2.1, gdzie w tym przypadku przyjmuje siȩ
funkcjȩ graniczna̧ limµ→0F (z, µ) = − log(1 − z), z ∈ D, która jak wiadomo,
jest jednolistna i wypuk la.

Wykażemy nastȩpnie

Lemat 2.2. Dla każdego α ∈ C, |α| > 1, istnieje funkcja f ∈ S, dla której
funkcja F (z;α, f) nie jest jednolistna w D.

Dowód. Jednolistność określonych wyżej funkcji F (z;α, f1) i F (z;α, f0) w D
wynika bezpośrednio z Lematu 2.1. Druga z tych funkcji jest jednolistna
wtedy i tylko wtedy, gdy |α| ≤ 1 lub |α + 2| ≤ 1, natomiast pierwsza z
nich jest jednolistna wtedy i tylko wtedy, gdy |α| ≤ 1 lub |α − 2| ≤ 1. Z
bezpośredniej interpretacji geometrycznej wynika wiȩc teza lematu.

Wnioskujemy sta̧d również, że tego rezultatu nie da siȩ poprawić, gdy
funkcje klasy S zamienić na funkcje klasy S∗ ⊂ S.
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2. J. Becker, Löwnersche Differentialgleichung und quasikonform fortsetzbare schlichte Funktio-

nen, J. Reine Angew. Math. 255 (1972), 23–43.
3. M. Biernacki, Sur l’integrale des fonctions univalentes, Bull. Polon. Sci. Ser. Sci. math. astr.

et phys. 8 (1960), 29–34.

4. W.M. Causey, The close–to–convexity univalence of an integral, Math. Z. 99 (1967), 207–212.
5. , The univalence of an integral, Proc. Amer. Math. Soc. 3 (1971), 500–502.
6. P.L. Duren, M.S. Shapiro and A.L. Shilds, Singular measures and domains not of Smirnov

type, Duke Math. J. 33 (1966), 247–254.

7. P.L. Duren, Univalent Functions, Springer Verlag, 1983.
8. J. Godula, On univalence of certain integral, Ann. Univ. Mariae Curie–Sk lodowska Sectio A

33 (1979), no. 7, 69–76.
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Univalence of some integral operator

Summary. Let S denote the class of functions f , f(0) = 0, f ′(0) = 1, holo-
morphic and univalent in the disc D = {z : |z| < 1}. It is proved that if f ∈ S
and α, β ∈ C satisfy the inequality 3|β| + 2|2α + β| ≤ 1, then the function

F (z) =

∫ z

0

[f ′(t)]α[
f(t)

t
]β dt

is univalent in D.
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In particular, if β = −α, one obtains the univalence of the function

F (z) =

∫ z

0

[
tf ′(t)

f(t)
]α dt, z ∈ D,

for all α ∈ C such that |α| ≤ 1
5 . This function is not univalent for |α| > 1; the

problem of its univalence remains open for 1
5 < |α| ≤ 1.
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