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ZASTOSOWANIE BAZ GRÖBNERA

W TEORII ODWZOROWAŃ WIELOMIANOWYCH

T.Winiarski (Kraków)*

Wstȩp

Pojȩcie bazy standardowej, wraz z dowodem jej istnienia, pojawi lo siȩ
po raz pierwszy w s lynnej pracy H.Hironaki [HH] o usuwaniu osobliwości,
opublikowanej w 1964 roku. Hironaka poda l również algorytm dzielenia,
który ma wiele ciekawych zastosowań zarówno czysto teoretycznych, jak
również w algebrze komputerowej.

Nieco później, tzn. już w 1965 roku B. Buchberger wprowadzi l nowa̧
nazwȩ dla bazy standardowej - nazwa l ja̧ baza̧ Gröbnera (p. [BB]). Dwadzieś-
cia lat później, w pracy [BB1 s.185] Buchberger napisa l : ”...the author in-
troduced the name Gröbner bases, because Prof. W.Gröbner, the thesis
advisor of [BB] stimulated the research on the subject by asking how a mul-
tiplication table for the associative algebra, which is formed by the residue
ring modulo a polynomial ideal, can be constructed algorithmically, and
by presenting a first sketch of an algorithm ...” Wyjaśniaja̧c dalej napisa l :
”In retrospect, it seems that the concept of Gröbner bases under the name
standard bases appeared already one year earlier (1964) in Hironaka’s fa-
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mous paper [HH]. However, Hironaka only gave an inconstructible existence
proof for these bases, whereas in [BB], together with the concept of such
bases, we also presented an algorithm for constructing the bases and only
this algorithm allows an algorithmic solution to the various problems ... ”.

Obecnie w literaturze matematycznej używane sa̧ dwie nazwy: baza stan-
dardowa oraz baza Gröbnera. Ponieważ, w niniejszym opracowaniu, algo-
rytmy odgrywaja̧ istotna̧ rolȩ , używać bȩdziemy nazwy zaproponowanej
przez B. Buchbergera.

Pocza̧wszy od 1965 roku (tzn. od pracy [BB] B.Buchbergera) rozpocza̧ l siȩ
szybki rozwój teorii baz Gröbnera. Bardzo mocno udoskonalono algorytm,
powsta ly i nadal powstaja̧ coraz to lepsze programy komputerowe oraz od-
krywane sa̧ dalsze możliwości zastosowania. W prezentowanym opracowaniu
przedstawimy jedynie kilka, niedawno odkrytych, zastosowań baz Gröbnera
w teorii odwzorowań wielomianowych. Pierwsza̧ praca̧ z tego zakresu by la
praca A. van den Essena [AvdE] z 1986 roku.

§ 1. Oznaczenie i uwagi wstȩpne.

1. Przez C,R,Q,Z,N oznaczać bȩdziemy odpowiednio : cia lo liczb ze-
spolonych, rzeczywistych, wymiernych, pierścień liczb ca lkowitych i zbiór
liczb naturalnych (ca lkowitych nieujemnych). Przez k oznaczać bȩdziemy
dowolne cia lo nieskończone. O pierścieniach zak ladamy stale, że sa̧ pierście-
niami przemiennymi z jedynka̧.

Dowolnemu α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn odpowiada dok ladnie jeden jednomian

Xα = X1
α1 . . . Xn

αn stopnia |α| = α1 + · · · + αn .

W powyższej odpowiedniości dodawaniu w Nn odpowiada mnożenie jedno-
mianów.1 W szczególności podzbiór ∅ ̸= E ⊂ Nn bȩdziemy utożsamiać z
podzbiorem

(i) J(E) := {Xα | α ∈ E}

pierścienia k[X1, . . . , Xn] . Dla zbioru

(ii) Ê :=
∪
α∈E

(α + Nn)

zbiór J(Ê) jest zbiorem z lożonym ze wszystkich je-
dnomianów z idea lu < J(E) > generowanego przez zbiór J(E) . Zauważmy

jeszcze, że uk lad jednomianów Xα(1)

, . . . , Xα(r)

jest baza̧ idea lu < J(E) >
wtedy i tylko wtedy, gdy

(iii) Ê =
r∪

j=1

(α(j) + Nn) .

Jeśli (iii), to uk lad A = {α(1), . . . , α(r)} nazywać bȩdziemy baza̧ Ê .

1Fakt ten by l już wykorzystywany przez G.Hermanna (p. [GH]) w latach trzydziestych.
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Wielomian P =
∑

α∈Nn cαX
α o wspó lczynnikach cα należa̧cych do cia la k

utożsamiamy z odwzorowaniem

ΦP : Nn ∋ α −→ cα ∈ k,

dla którego co najwyżej skończona ilość wartości jest różna od zera. Zbiór
wielomianów o wspó lczynnikach z cia la k , wraz z naturalnymi dzia laniami
dodawania i mnożenia, jest pierścieniem. Pierścień ten oznaczamy przez
k[X1, . . . , Xn] lub krótko przez k[X] .

2. Niech < bȩdzie porza̧dkiem w Nn spe lniaja̧cym nastȩpuja̧ce dwa warunki

∀α ∈ Nn \ {0} , 0 < α ;(⋆)

∀α, β, γ ∈ Nn , (α < β =⇒ α + γ < β + γ) .(⋆⋆)

Warunki (⋆), (⋆⋆) i nastȩpuja̧ce dwa sa̧ równoważne

∀α, β ∈ Nn , β ̸= 0 =⇒ α < α + β ,(♯)

∀α, β, γ ∈ Nn , α < β ⇐⇒ α + γ < β + γ .(♯♯)

Przyjmujemy umowȩ:

α ≤ β ⇐⇒ α < β lub α = β .

Mówia̧c o porza̧dku w Nn bȩdziemy mieli na myśli porza̧dek spe lniaja̧cy
warunki (⋆) , (⋆⋆) .

Lemat 1. 1. Najmniejszym elementem zbioru

α + Nn := {α + γ | γ ∈ Nn}

jest α . W szczególności, jeśli Xα dzieli Xβ , to α ≤ β .
2. Każdy silnie maleja̧cy cia̧g w Nn jest skończony. W szczególności,

każdy niepusty podzbiór Nn ma element najmniejszy.
3. (Lemat Dicksona [LED]) Jeśli ∅ ̸= E ⊂ Nn , to istnieje dok ladnie jeden

podzbiór A = {α(1), . . . , α(r)} ⊂ E , który jest minimalna̧ baza̧ Ê .

Dowód. 1. jest natychmiastowa̧ konsekwencja̧ (♯♯) .
Niech α(1) > α(2) > . . . bȩdzie maleja̧cym cia̧giem w Nn . Cia̧gowi temu

odpowiada wstȩpuja̧cy cia̧g idea lów

< Xα(1)

>⊂< Xα(1)

, Xα(1)

>⊂ . . . ,

który jest skończony, gdyż pierścień k[X1. . . . , Xn] jest noetherowski, co
kończy dowód 2.

Dla wykazania 3 wystarczy udowodnić, że jeśli B = {β(1), . . . , β(s)} jest
baza̧ Ê oraz A = {α(1), . . . , α(r)} baza̧ minimalna̧, to A ⊂ B . Możemy za lożyć
że B jest baza̧ uproszczona̧ tzn., że

β(i) /∈
∪
j ̸=i

(β(j) + Nn) , dla i = 1, . . . , s ,



62

gdyż w przeciwnym przypadku B \ {β(i)} też jest baza̧. Gdyby istnia lo
j ∈ {1, . . . , r} takie, że α(i) /∈ B , to istnia loby i ∈ {1, . . . , s} takie, że α(j) −
β(i) = γ ∈ Nn \{0} . Zatem istnia loby k ̸= i takie, że β(i)−α(k) = δ ∈ Nn . Sta̧d

α(j) = β(i) + γ = α(k) + δ + γ ∈ α(k) + Nn ,

co przeczy minimalności bazy A .

3. Podamy teraz przyk lady ważne dla dalszych zastosowań.

1. Porza̧dek leksykograficzny :

α <l β ⇐⇒ ∃ j ∈ {1, . . . , n} takie, że αk = βk gdy k < j oraz αj < βj .

2. Porza̧dek leksykograficzny z gradacja̧ :

α <lg β ⇐⇒ (

n∑
i=1

αi <

n∑
i=1

βi) lub ((

n∑
i=1

αi =

n∑
i=1

βi) oraz α <l β) .

3. Porza̧dek odwrotnie leksykograficzny z gradacja̧ :

α <ol β ⇐⇒ (

n∑
i=1

αi <

n∑
i=1

βi) lub ((

n∑
i=1

αi =

n∑
i=1

βi) oraz

∃ j ∈ {1, . . . , n} takie, że αk = βk dla k > j oraz αj > βj) .

4. Porza̧dek indukowany przez formȩ L .
Niech

L =

n∑
i=1

ciXi

bȩdzie forma̧ liniowa̧ o wspó lczynnikach ci ≥ 0, dla i = 1, . . . , n.

α <L β ⇐⇒ L(α) < L(β) lub (L(α) = L(β) oraz α <l β) .

W szczególności, gdy L jest forma̧ zerowa̧, to porza̧dek indukowany przez
L jest porza̧dkiem leksykograficznym. Jeżeli L =

∑n
i=1 Xi , to indukowany

przez nia̧ porza̧dek jest porza̧dkiem leksykograficznym z gradacja̧.
5. Porza̧dek wyznaczony przez macierz A . Niech

A :=


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann


bȩdzie macierza̧ o wyrazach rzeczywistych taka̧, że odwzorowanie
Nn ∋ α −→ Aα ∈ Nn jest bijektywne.2

2Dla celów praktycznych używa siȩ jedynie macierzy o wyrazach z N .
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Mówimy, że α <A β w uporza̧dkowaniu wyznaczonym przez macierz A ,
jeśli
Aα < Aβ w uporza̧dkowaniu leksykograficznym.

Dla przyk ladu zauważmy, że macierz jednostkowa wyznacza porza̧dek
leksykograficzny, zaś macierz

1 1 . . . 1 1
1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0


porza̧dek leksykograficzny z gradacja̧ w Nn .

Przyk lady.

(0, 2, 0) <l (1, 0, 0) <l (1, 0, 1)

(1, 0, 0) <lg (0, 2, 0) <lg (1, 0, 1) ,

(1, 0, 0) <ol (1, 0, 1) <ol (0, 2, 0) .

Przy ustalonym porza̧dku w Nn, dla niezerowego wielomianu P =∑
α cαX

α, definiujemy :

deg(P ) := max{α ∈ Nn | cα ̸= 0 } (stopień P)

lc(P ) := cdeg(P ) (wspó lczynnik wioda̧cy)

in(P ) := lc(P )Xdeg(P ) (forma pocza̧tkowa) .

Dla niepustego podzbioru I ⊂ k[X] definiujemy

deg(I) := {deg(P ) | P ∈ I \ {0}}, in(I) := {in(P ) | P ∈ I \ {0}} .

Uwaga. Jeżeli P ,Q sa̧ wielomianami niezerowymi, to

deg(PQ) = deg(P ) deg(Q) oraz in(PQ) = in(P ) in(Q) .

Przyk lad. Dla wielomianu

P = 3X2
1X

4
2 + 5X3

1X
3
2 + 7X4

1X2 + 8X5
1

jest

(porza̧dek leksykograficzny) =⇒ deg(P ) = (5, 0) , in(P ) = 8X5
1 ,

(porz. leksykograficzny z gradacja̧)=⇒ deg(P ) = (3, 3) , in(P ) = 5X3
1X

3
2

(porz. odwrotnie leksykograficzny)=⇒ deg(P ) = (2, 4) , in(P ) = 3X2
1X

4
2 .

Przy uporza̧dkowaniu leksykograficznym mamy

(2, 4) < (3, 3) < (4, 1) < (5.0) .
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Dziȩki wzajemnie jednoznacznej odpowiedniości pomiȩdzy punktami α ∈ Nn

a jednomianami Xα , porza̧dek leksykograficzny w N2 daje nierówności :

X2
1X

4
2 < X3

1X
3
2 < X4

1X2 < X5
1 .

Przy porza̧dku leksykograficznym z gradacja̧ jest

X4
1X2 < X5

1 < X2
1X

4
2 < X3

1X
3
2 .

Leksykograficzne uporza̧dkowanie jednomianów, zmiennych X1, X2 , jest
nastȩpuja̧ce :

1 < X2 < X2
2 < · · · < X1 < X1X2 < X1X

2
2 < · · · < X2

1 < X2
1X2 < X2

1X
2
2 < · · ·

< X3
1 < X3

1X2 < X3
1X

2
2 < · · · .

§ 2. Operacja S(P,Q) i algorytm dzielenia

1. Niech ”<”bȩdzie porza̧dkiem w Nn . Zacznijmy od prostej obserwacji.
Niech λ = (λ1, . . . , λn) , µ = (µ1, . . . , µn). Wtedy

γ = γ(λ, µ) := (γ1, . . . , γn) := (max{λ1, µ1}, . . . ,max{λn, µn})

jest najmniejszym elementem zbioru

(λ + Nn) ∩ (µ + Nn) .

Niech P,Q ∈ k[X1, . . . , Xn] \ {0}. Niech

α = γ(deg(P ),deg(Q)) − deg(P ) , β = γ(deg(P ),deg(Q)) − deg(Q)

i niech liczby a, b ∈ k bȩda̧ tak dobrane aby a · lc(P ) = b · lc(Q) . Wielomian

S(P,Q) := aXαP − bXβQ ,

nazywamy S-wielomianem od P,Q .
Wielomian S(P,Q) jest wyznaczony jednoznacznie, z dok ladnościa̧ do

czynnika sta lego.

Przyk lad. Ustalmy porza̧dek leksykograficzny w N2 . Dla wielomianów

P = 1 + X3
1X2 , Q = 2X1X2 + 3X2

1 + 4X2
1X

3
2 ∈ Q[X1, X2] ;

deg(P ) = (3, 1), deg(Q) = (2, 3), γ = (3, 3), α = (0, 2), β = (1, 0) ,

S(P,Q) = 2X2
2 · P − 3X1 ·Q = 2X2

2 − 6X2
1X2 − 9X3

1 .

Dla dowolnego podzbioru F ⊂ k[X] , zbiór

< F >:={P ∈ k[X] | ∃Q1, . . . , Ql ∈ F ;h1, . . . hl ∈ k[X]

takie,że P = h1Q1 + · · · + hlQl }
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jest idea lem pierścienia k[X].
Interesuja̧cym nas przypadkiem jest podzbiór F = {F1, . . . , Fl} z lożony

ze skończonej ilości wielomianów F1, . . . , Fl . Ponieważ każdy idea l pierście-
nia k[X] jest skończenie generowany, za lożenie skończoności zbioru F nie
zmniejsza ogólności rozważań.

2. Algorytm dzielenia. Niech F = {F1, . . . , Fl} bȩdzie uk ladem l wielo-
mianów, n zmiennych X1, . . . , Xn, o wspó lczynnikach z cia la k . Rozpocznie-
my od kilku obserwacji dotycza̧cych idea lu

< in(F ) >=< in(F1), . . . , in(Fl) > .

Idea l < in(F ) > jest idea lem jednorodnym.
Zauważmy, że

(P =
∑
α∈Nn

cαX
α ∈< in(F ) >) ⇐⇒ (cα ̸= 0 =⇒ α ∈

l∪
i−1

(deg(Fi) + Nn)) .

Zatem zbiór

(i)
l∪

i=1

(deg(Fi) + Nn) ,

w pe lni charakteryzuje idea l < in(F ) > .
To wszystko ma sens przy za lożeniu, że w Nn zosta l ustalony jakís porza̧dek.

Uwaga 1. Zmieniaja̧c, w razie potrzeby, Fj na 1
lc(Fj)

Fj możemy za lożyć, że

lc(Fj) = 1 dla j = 1, . . . , l .

Uwaga 2. Jeżeli istnieje j ̸= i takie, że

deg(Fi) ∈ (deg(Fj) + Nn) ,

to
< in(F \ {Fi}) >=< in(F ) > .

Definicja 1. Mówimy, że uk lad F jest uproszczony, jeśli

(*)
lc(Fj) = 1 , dla j = 1, . . . , l ,

deg(Fi) ∈ (deg(Fj) + Nn) =⇒ (i = j) .

Uk lad F nazywamy zredukowanym3 gdy jest on uproszczony oraz dla Fi =∑
α∈Nn ciαX

α jest

(**) (α < deg(Fi) , α ∈
l∪

j=1

(deg(Fj) + Nn)) =⇒ (ciα = 0) .

3To czy uk lad jest zredukowany lub uproszczony zależy od porza̧dku w Nn .
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Definicja 2. Wielomian

L :=
∑

α∈Nn,P∈F

cα,PX
αP ,

o wspó lczynnikach cα,P ∈ k , nazywamy dopuszczalna̧ kombinacja̧ dla F ,
jeżeli

deg(L) = max{deg(XαP ) | cα,P ̸= 0 } .

Twierdzenie A. (Pierwsze twierdzenie o dzieleniu.) Dla dowolnego Q ∈
k[X] \ {0} istnieja̧ wielomiany L , Q̃ takie, że:

(a) jeśli in(Q) /∈< in(F ) > , to L = 0, Q̃ = Q ,
(b) jeśli in(Q) ∈< in(F ) > , to L jest dopuszczalna̧ kombinacja̧ dla F taka̧,

że in(L) = in(Q) , oraz albo Q̃ = 0 albo in(Q̃) /∈< in(F ) > .

Dowód. Podamy algorytm przy pomocy którego znajdujemy L , Q̃ . Jeśli

in(Q) /∈< in(F ) > ,

to sprawa jest oczywista. Za lóżmy wiȩc, że in(Q) ∈< in(F ) > .

Opis algorytmu i dowód jego skończoności:

Krok 1:
a) K ladziemy Q0 := Q ,
b) Wybieramy takie j ∈ {1, . . . , l}, aby deg(Q0) ∈ (deg(Fj) + Nn) . Mamy

teraz
deg(Q0) = deg(Fj) + β , gdzieβ ∈ Nn ,

c) K ladziemy

L0 :=
lc(Q0)

lc(Fj)
XβFj .

Przy tak zdefiniowanym L0 jest : in(L0) = in(Q0) . Teraz k ladziemy

Q1 := Q0 − L0

d) Jeśli Q1 = 0 lub in(Q1) /∈< in(F ) > , to L = L0 oraz Q̃ = Q1 . Jeśli
in(Q1) ∈< in(F ) > , to powtarzamy Krok 1., tzn. konstruujemy L1 dla Q1

tak samo jak L0 dla Q0 . Potem k ladziemy

Q2 := Q1 − L1

i powtarzamy postȩpowanie.

Krok 2:
Kontynuuja̧c postȩpowanie indukcyjne przypuśćmy, że Qk zosta lo już skon-

struowane. Wtedy, tak jak w kroku pierwszym, konstruujemy Lk i k ladziemy

Qk+1 := Qk − Lk .
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Postȩpowanie kończymy, gdy Qk = 0 lub Qk /∈< in(F ) >. Jeśli tak jest,
to wystarczy przyja̧ć

L :=
k−1∑
j=0

Lj oraz Q̃ := Qk .

Fakt, że L jest dopuszczalna̧ kombinacja̧ dla F jest prosty do zauważenia.

Krok 3:
Dowodzimy skończoności algorytmu. W tym celu zauważmy, że

deg(Q0) > deg(Q1) > . . . .

Zatem cia̧g deg(Q1),deg(Q2), . . . jest maleja̧cym cia̧giem w Nn , a wiȩc, na
mocy lematu 1, pkt 2, §1 musi być skończony. Zatem istnieje k ∈ N takie,
że albo Qk = 0 albo Qk /∈ < in(F ) > .

Definicja. Wielomian Q̃ nazywamy reszta̧ z dzielenia Q przez F1, . . . , Fl .

W pierwszym twierdzeniu o dzieleniu wielomiany L, Q̃ nie sa̧ wyznaczone
jednoznacznie. Niejednoznaczna jest konstrukcja wielomianów L0, L1, . . . , Lk.
Istotnym jest jedynie to, aby wielomian L by l dopuszczalna̧ kombinacja̧ dla
F taka̧, że in(L) = in(Q). Fakt ten jest prosty do sprawdzenia.

W nastȩpnym twierdzeniu o dzieleniu uzyskamy jednoznaczność, z dok lad-
nościa̧ do kolejności w jakiej wystȩpuja̧ F1, . . . , Fl . Rozpoczniemy od oz-
naczeń:

∆1 := deg(F1) + Nn, . . . ,∆i := (deg(Fi) + Nn) \
∪
j<i

∆j , dla i = 2, . . . , l ,

∆̃ := Nn \
l∪

i=1

∆i .

Twierdzenie B. (O dzieleniu z jednoznacznościa̧). Dla dowolnego Q ∈ k[X]

istnieja̧ P1, . . . , Pl i Q̃ ∈ k[X] takie, że

(i) Q = P1F1 + . . . + PlFl + Q̃ ,

(ii) jeśli Pi =
∑
α

ciαX
α, ciα ̸= 0 =⇒ deg(Fi) + α ∈ ∆i , dla i = 1, . . . , l ,

(iii) jeśli Q̃ =
∑
α

bαX
α, to bα ̸= 0 =⇒ α ∈ ∆̃ .

Ponadto

(iv)
(Q ̸= 0, Q̃ ̸= 0) =⇒ deg(Q̃) ≤ deg(Q) ,

(Q ̸= 0, Pi ̸= 0) =⇒ deg(Pi) + deg(Fi) ≤ deg(Q) .
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Warunki (i), (ii), (iii) wyznaczaja̧ P1, . . . , Pl, Q̃ jednoznacznie4. Wielomian
Q̃ nie zależy od kolejności w jakiej wystȩpuja̧ F1, . . . , Fl .

Dowód. Polega na konstrukcji algorytmu.
Jeśli Q = 0 , to k lada̧c P1 = . . . = Pl = Q̃ = 0 otrzymujemy szukane

wielomiany. Jeśli Q ̸= 0, to rozpoczynamy algorytm.

Krok 1:
Dla Q ̸= 0 moga̧ siȩ zdarzyć dwa przypadki:

10. deg(Q) ∈ ∆̃ . Wtedy k ladziemy

Q̃(1) := in(Q) , P
(1)
j := 0, dla j = 1, . . . , l

oraz

(*) Q(1) := Q−
l∑

j=1

P
(1)
j Fj − Q̃(1) .

20. ∃ i ∈ {1, . . . , l} takie, że deg(Q) ∈ ∆i . Oznacza to, że

∃ β ∈ Nn takie, że deg(Q) = deg(Fi) + β .

Teraz k lada̧c

Q̃(1) := 0 , P
(1)
j := 0 dla j ̸= i , P

(1)
i :=

lc(Q)

lc(Fi)
Xβ

definiujemy Q(1) wzorem (*).

Jeśli Q(1) = 0, to Pj = P
(1)
j , dla j = 1, . . . , l , oraz Q̃ = Q̃(1) sa̧ szukanymi

wielomianami i ”Krok 1” kończy algorytm.
Jeśli Q(1) ̸= 0 , to przechodzimy do kroku nastȩpnego.

Krok 2:
Polega na powtórzeniu kroku 1 z Q = Q(1), tzn definiujemy P

(2)
j , dla

j = 1, . . . , l, Q̃(2) oraz Q(2) tak samo jak P
(1)
j , dla j = 1, . . . , l, Q̃(1) oraz Q1

w ”Kroku 1”.
Jeśli Q(2) = 0 , to szukanymi wielomianami sa̧:

Pj := P
(1)
j + P

(2)
j dla j = 1, . . . , l ,

Q̃ := Q̃(1) + Q̃(2) .

Natomiast jeśli Q(2) ̸= 0 , to przechodzimy do kroku nastȩpnego.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Krok k:

4Zależa̧ one jedynie od kolejności w jakiej wystȩpuja̧ wielomiany F1, . . . , Fl .
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W kroku k − 1 otrzymalísmy wielomiany:

P
(k−1)
1 , . . . , P

(k−1)
l , Q̃(k−1) oraz Q(k−1) .

Zgodnie z poprzednia̧ uwaga̧, ”Krok k” wykonujemy gdy Q(k−1) ̸= 0 , ponie-
waż Q(k−1) = 0 kończy procedurȩ. Krok ten, podobnie jak ”Krok 2”, jest
powtórzeniem ”Kroku 1” z Q = Q(k−1). Po przeprowadzeniu odpowiednich
rachunków otrzymamy wielomiany: P

(k)
1 , . . . , P

(k)
l , Q̃(k) oraz

Q(k) := Q(k−1) −
l∑

j=1

P
(k)
j Fj − Q̃(k) .

Cia̧g deg(Q),deg(Q(1)),deg(Q(2)), . . . jest silnie maleja̧cy. Na mocy lematu
1, §1 jest on skończony. Zatem istnieje k ∈ N takie, że Q(k) = 0 . Mamy teraz
równości: 

Q(1) := Q−
∑l

j=1 P
(1)
j Fj − Q̃(1)

Q(2) := Q(1) −
∑l

j=1 P
(2)
j Fj − Q̃(2)

...
...

...

Q(k−1) := Q(k−2) −
∑l

j=1 P
(k−1)
j Fj − Q̃(k−1)

0 := Q(k−1) −
∑l

j=1 P
(k)
j Fj − Q̃(k) .

Po dodaniu stronami otrzymamy, że

Pj := P
(1)
j + P

(2)
j + . . . + P

(k)
j , dla j = 1, . . . , l ,

Q̃ := Q̃(1) + Q̃(2) + . . . + Q̃(k)

sa̧ szukanymi wielomianami.
Dowód jednoznaczności pominiemy, gdyż nie odgrywa ona istotnej roli w

dalszych rozważaniach (szczegó ly można znaleźć w [ML-J]).

Dla podania przyk ladu weźmy n = 2 i porza̧dek leksykograficzny w N2 .

Przyk lad. Dla

F1 = X3
1 , F2 = X2

1X2 −X3
2 , Q = X3

1X2

mamy

in(F1) = X3
1 , in(F2) = X2

1X2, in(Q) = X3
1X2,

deg(Q) ∈ ∆1, deg(F1) + (0, 1) = deg(Q) .

Z ”kroku 1” mamy

Q̃(1) = 0 = Q̃, P1 = X2, P2 = 0, Q(1) = 0

Jeśli natomiast

F1 = X2
1X2 −X3

2 , F2 = X3
1 , Q = X3

1X2 ,

to po dwóch krokach otrzymamy:

P1 = X1, P2 = 0, Q̃ = X1X
3
2 .
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§ 3. Bazy Gröbnera

1. Przy ustalonym porza̧dku w Nn , idea lowi I pierścienia k[X1, . . . , Xn]
odpowiada idea l jednorodny < in(I) > . Idea l ten jest generowany przez
skończony uk lad jednomianów. Jednomiany te sa̧ formami pocza̧tkowymi
wielomianów z idea lu I . Zatem istnieja̧ wielomiany G1, . . . , Gk należa̧ce do
idea lu I takie, że

(∗) < in(I) >=< in(G1), . . . , in(Gk) > .

Definicja. Skończony uk lad G = {G1, . . . , Gk} wielomianów idea lu I nazy-
wamy jego baza̧ Gröbnera5 , jeśli zachodzi równość (∗).

Bazȩ Gröbnera G nazywamy uproszczona̧ baza̧ Gröbnera, gdy uk lad G
jest uproszczony6, natomiast zredukowana̧ baza̧ Gröbnera, gdy uk lad G jest
zredukowany.

Baza Gröbnera zawsze istnieje, ale nie jest wyznaczona jednoznacznie.
Uproszczona baza Gröbnera jest minimalna̧ baza̧7 i nie jest wyznaczona

jednoznacznie (z wyja̧tkiem bardzo szczególnych przypadków.) Uwaga 2
(§2,2.) pozwala z bazy Gröbnera otrzymać uproszczona̧ bazȩ Gröbnera.

Zredukowana baza Gröbnera jest wyznaczona jednoznacznie.

Twierdzenie 1. Jeżeli G = {G1, . . . , Gk} jest baza̧ Gröbnera idea lu I , to I =
< G1, . . . , Gk > .

Dowód. Inkluzja < G1, . . . , Gk >⊂ I jest oczywista. Dla wykazania inkluzji
przeciwnej weźmy dowolny wielomian Q ∈ I . Dziela̧c Q przez G1, . . . , Gk

otrzymamy:
Q = H1G1 + . . . + HkGk + Q̃ ,

gdzie H1, . . . ,Hk, Q̃ sa̧ wielomianami. Ponieważ Q ∈ I , wiȩc Q̃ ∈ I . Sta̧d
in(Q̃) ∈< in(G) > , co daje Q̃ = 0 . Zatem Q ∈ < G1, . . . , Gk > .

Niech F = {F1, . . . , Fl} bȩdzie uk ladem l wielomianów n zmiennych, o
wspó lczynnikach z cia la k . Idea l I =< F1, . . . , Fl > pierścienia k[X1, . . . , Xn]
ma wiele innych uk ladów generatorów. Każde dwa uk lady generatorów maja̧
bardzo ważna̧8 cechȩ wspólna̧: jeśli G1, . . . , Gl jest innym uk ladem genera-
torów idea lu I , to

{x ∈ kn | F1(x) = . . . = Fl(x) = 0} = {x ∈ kn | G1(x) = . . . = Gl(x) = 0} .

W szczególności na bazȩ Gröbnera możemy patrzeć jak na uk lad równań
równoważny uk ladowi: F1(x) = . . . = Fl(x) = 0 . Baza Gröbnera zależy od
porza̧dku w Nn . Pojawiaja̧ siȩ dwa naturalne pytania:

1. Który porza̧dek w Nn jest ”dobry” dla rozwia̧zywania wielomianowych
uk ladów równań ?

2. Jak znaleźć bazȩ Gröbnera ?

Przy rozwia̧zywaniu wielomianowych uk ladów równań ”dobrym” okazuje
siȩ porza̧dek leksykograficzny. Mamy bowiem nastȩpuja̧ce twierdzenie.

5Dla zmiennych w kolejności : X1, . . . , Xn wzglȩdem ustalonego porza̧dku w Nn .
6W sensie definicji 1, pkt2., §1.
7Tzn. nie zawiera ”zbȩdnych” wielomianów.
8Dla wielomianowych uk ladów równań.



71

Twierdzenie 2. Niech G bȩdzie baza̧ Gröbnera idea lu I, przy porza̧dku le-
ksykograficznym w Nn .

Jeśli I ∩ k[Xs, . . . , Xn] ̸= {0} , to

Gs := G ∩ k[Xs, . . . , Xn]

jest baza̧ Gröbnera idea lu

Is := I ∩ k[Xs, . . . , Xn] .

Dowód tego twierdzenia można znaleźć w [FPaMP].

Aby odpowiedzieć na drugie pytanie. podamy algorytm polegaja̧cy na
skończonej ilości operacji wymiernych na wspó lczynnikach wielomianów
F1, . . . , Fl , prowadza̧cy do bazy Gröbnera idea lu < F1, . . . , Fl > .

2. Konstrukcja algorytmu. Niech F 0 := F = {F1, . . . , Fl} .

Krok 1. Dla P,Q ∈ F 0 obliczamy S(P,Q) i nastȩpnie obliczamy resztȩ

S̃(P,Q) z dzielenia wielomianu S(P,Q) przez uk lad F 0 . Teraz tworzymy

F 1 := F 0 ∪ ({S̃(P,Q) | P,Q ∈ F 0} \ {0}) .

Po i-tym kroku wykonujemy :

Krok i+1. Jest on powtórzeniem kroku 1, z ta̧ tylko różnica̧, że rolȩ F 0

pe lni teraz F i , tzn. wyznaczamy

F i+1 := F i ∪ ({S̃(P,Q) | P,Q ∈ F i} \ {0}) ,

gdzie S̃(P,Q) , podobnie jak w kroku 1, jest reszta̧ z dzielenia wielomianu
S(P,Q) przez uk lad F i .

Postȩpowanie kończymy gdy F i = F i+1 . Jeśli tak jest, to F i jest baza̧
Gröbnera idea lu < F > . Dowód tego faktu można znaleźć w cytowanej
literaturze. Skończoność algorytmu jest dość prosta̧ konsekwencja̧ tego, że
pierścień k[X1, . . . , Xn] jest pierścieniem noetherowskim.

Po wykonaniu powyższego algorytmu przystȩpujemy do uproszczenia otrzy-
manej bazy. Robimy to w oparciu o uwagȩ 2, §3. Po uproszczeniu otrzy-
mamy uproszczona̧ bazȩ Gröbnera, która̧ nastȩpnie redukujemy. Dla otrzy-
mania bazy zredukowanej należy wykonać skończona̧ ilość operacji S(·, ·).

§ 4. Zastosowania baz Gröbnera w
teorii odwzorowań wielomianowych.

Dobrym, dla zastosowań w teorii odwzorowań wielomianowych, jest
porza̧dek n–rozdzielaja̧cy zmienne X = (X1, . . . , Xn), Y = (Y1, . . . , Ym) .
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Definicja. Mówimy, że < jest porza̧dkiem n– rozdzielaja̧cym zmienne X,Y ,
jeśli

(1) < jest porza̧dkiem w Nn+m ,
(2) dla dowolnego α ∈ Nn \ {0} oraz β ∈ Nm zachodzi nierówność : Y β <

Xα .

Niech P = (P1, . . . , Pm) : kn −→ km bȩdzie odwzorowaniem wielomianowym.
Odwzorowanie to utożsamiamy z jego wykresem, zaś wykres z idea lem

aP :=< Y1 − P1(X1, . . . , Xn), . . . , Ym − Pm(X1, . . . , Xn) >

pierścienia k[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym] = k[X,Y ], który jest idea lem wykresu
odwzorowania P . Jeśli V jest algebraicznym podzbiorem kn , którego idea l
jest generowany przez wielomiany H1(X), . . . , Hr(X) , to

aP |V :=< H1(X), . . . , Hr(X), Y1 − P1(X1, . . . , Xn), . . . , Ym − Pm(X1, . . . , Xn) >

jest idea lem wykresu odwzorowania P |V . Dla idea lu a = aP lub aP |V defini-
ujemy

(∗)
a(X) = a ∩ k[X1, . . . , Xn]

a(Y ) = a ∩ k[Y1, . . . , Ym]

a(X,Y ) = a \ (a(X) ∪ a(Y ))

1. a(X) jest idea lem pierscienia k[X1, . . . , Xn] . Jest to idea l zbioru V .

2. Wielomian G(Y1, . . . , Ym) ∈ a(Y ) wtedy i tylko wtedy gdy G(Y1, . . . , Ym)
znika na obrazie P . Zatem

(a) a(Y ) = {0} wtedy i tylko wtedy, gdy P jest odwzorowaniem dominuja̧cym.
(b) (M. Kwieciński, [MK]) a(Y ) jest idea lem zbioru P (V ) .

3. a(X,Y ) decyduje o w lasnościach odwzorowania P .
(a) (A. van den Essen, [AvdE]) Jeśli m = n , to odwzorowanie P jest wie-

lomianowym automorfizmem kn wtedy i tylko wtedy, gdy aP (X,Y ) zawiera
wielomiany postaci

(∗∗) X1 −G1(Y1, . . . , Yn), . . . , Xn −Gn(Y1, . . . , Yn)

Wtedy uk lad (∗∗) jest zredukowana̧ baza̧ Gröbnera idea lu aP , wzglȩdem
dowolnego porza̧dku n– rozdzielaja̧cego zmienne X,Y . Ponadto G|P (V ) :=
(G1, . . . , Gn)|P (V ) jest odwrotne do P |V .

(b) (M. Kwieciński, [MK], m,n dowolne ) P |V : V −→ P (V ) jest izomor-
fizmem9 wtedy i tylko wtedy, gdy aP |V (X,Y ) zawiera wielomiany postaci

(∗ ∗ ∗) X1 −G1(Y1, . . . , Ym), . . . , Xn −Gn(Y1, . . . , Ym)

9Tzn. P jest różnowartościowe na V , P (V ) jest algebraicznym podzbiorem Cm , oraz (P |V )−1 :

P (V ) −→ V jest wielomianowe.
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Wtedy uk lad (∗∗∗) zawiera siȩ w zredukowanej bazie Gröbnera idea lu aP |V ,
wzglȩdem dowolnego porza̧dku n–rozdzielaja̧cego zmienne X,Y .

(c) Jeśli k = C i m ≤ n , to P jest odwzorowaniem w laściwym wtedy i
tylko wtedy, gdy aP (X,Y ) zawiera wielomiany postaci

X
kj

j + c
(j)
1 (Y )X

kj−1

j + . . . + c
(j)
kj

(Y ) ,dla j = 1, . . . , n ,

gdzie c
(j)
i (Y ) ∈ C[Y1, . . . , Ym] . Wynika to z faktu, że P jest w laściwe wtedy

i tylko wtedy, gdy C[X] jest ca lkowitym rozszeniem pierscienia P ⋆(C[Y ]) ,
gdzie P ⋆ jest dane wzorem

P ⋆(H)(X) = H(P (X)) dla H ∈ C[Y ] .

W takim przypadku zredukowana baza Gröbnera idea lu aP , wzglȩdem
porza̧dku leksykograficznego, przy zmiennych w kolejności X1, . . . , Xn,
Y1, . . . , Ym, zawiera wielomiany postaci

(♯)

Xk1
1 + c

(1)
1 (Y )Xk1−1

1 + . . . + c
(1)
k1

(Y ) ,

Xk2
2 + c

(2)
1 (X1, Y )Xk2−1

2 + . . . + c
(2)
k2

(X1, Y ) ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Xkn
n + c

(n)
1 (X1, . . . , Xn−1, Y )Xkn−1

n + . . . + c
(n)
kn

(X1, . . . , Xn−1, Y ) .

Podamy teraz kilka przyk ladów baz Gröbnera. Obliczenia zosta ly wyko-
nane na komputerze IBM PT (AT 386), przy użyciu programu ”FELIX”,
którego autorami sa̧: J.Apel, U.Klaus z Uniwersytetu w Lipsku.

Przyk lad 1. Niech

h :=< X + Y 2 − 2Y Z + Z2 − U,−XZ + Y − V,−X2 + Z −W >

bȩdzie idea lem pierscienia C[X,Y, Z, U, V,W ] .
(a) Jeśli w N6 ustalimy porza̧dek leksykograficzny oraz zmienne w kole-

jności: X,Y, Z, U, V,W , to zredukowana baza Gröbnera idea lu h sk lada siȩ z
7 nastȩpuja̧cych wielomianów:

G1 = U2 − 2UV 2 + V 4 + W − Z + 4UV Z − 4V 3Z + 4VWZ− 2UZ2 − 4V Z2 +
6V 2Z2−4WZ2 +2UWZ2+ 2V 2WZ2 +4Z3−2UZ3−4V Z3−2V 2Z3− 4VWZ3 +
Z4 + 4V Z4 + 2WZ4 + W 2Z4 − 2Z5− 2WZ5 + Z6,

G2 = U2

4 − V
8 +UV − 3U2V

2 − 5V 2

4 +UV 2 + U2V 2

2 +2UV 3− 9V 4

4 − V 5

2 − V 6

2 + W
4 −

UVW − U2VW
2 + 3V 2W

4 +2V 3W+ V 5W
2 − 3VW 2

4 + Y
8 −UY +U2Y + 5V Y

4 − 3UV Y
2 −

UV 2Y + 5V 3Y
2 − UV 3Y + V 5Y − WY

2 + UWY − VWY
4 − 2V 2WY + UV 2WY −

V 4WY + W 2Y
4 − Z

4 −
UZ
8 + U2Z

2 + V Z
2 − UV Z

4 + U2V Z
2 − 3V 2Z

8 − 2UV 2Z+ V 3Z
4 +

3V 4Z
2 − V 5Z

2 − WZ
2 + 3UWZ

2 − U2WZ
2 + VWZ

2 + UVWZ
4 − 5V 2WZ

2 + 3V 3WZ
4 + V 4WZ

2 +
W 2Z

2 − UW 2Z
4 − 3V 2W 2Z

4 + Z2

2 − 3UZ2

2 + U2Z2

2 − V Z2

4 + 5UV Z2

4 + V 2Z2 − UV 2Z2

2 −
9V 3Z2

4 − WZ2 + UWZ2

2 + VWZ2+ UVWZ2 − V 2WZ2 + UV 2WZ2

2 − V 3WZ2−
V 4WZ2

2 + 3VW 2Z2

2 − UVW 2Z2

2 + V 3W 2Z2

2 + 5Z3

8 − 3UZ3

4 + V Z3

4 − UV Z3 + 9V 2Z3

4 −
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UV 2Z3

2 + V 3Z3+ V 4Z3

2 + 3WZ3

8 −UWZ3− 3VWZ3

2 +UVWZ3+V 2WZ3−V 3WZ3−
W 2Z3

4 − UW 2Z3

2 + VW 2Z3

4 + V 2W 2Z3

2 − W 3Z3

4 − 5Z4

8 +UZ4− UV Z4

2 −V 2Z4 + V 3Z4

2 +

UWZ4− VWZ4

2 − V 2WZ4 + W 2Z4

2 + Z5

4 − UZ5

2 + V Z5

4 + V 2Z5

2 − WZ5

4 ,

G3 = −V
2 +UV − V 2

2 −V 3+ VW
2 + Y

2 −UY + V Y
2 +V 2Y −WY

2 − UZ
2 − V Z

2 − UV Z
2 +

3V 2Z
2 − V 3Z

2 −WZ + UWZ
2 + V 2WZ

2 + Y Z
2 −V Y Z +V 2Y Z −VWY Z +Z2 − UZ2

2 −
V Z2 − V 2Z2

2 − VWZ2 + Z3

2 + 3V Z3

2 +WZ3 − VWZ3

2 + W 2Z3

2 −Z4 + V Z4

2 −WZ4+
Z5

2 ,

G4 = U2

2 − V
4 +UV − 3V 2

2 −V 3− V 4

2 + W
2 + VW

2 + Y
4 −UY + 3V Y

2 −UV Y +V 2Y +

V 3Y − WY
2 − Z

2 − UZ
4 − UV Z

2 + 7V 2Z
4 − V 3Z

2 −WZ+ UWZ
2 + VWZ

2 + V 2WZ
2 +UY Z−

3V Y Z
2 + WYZ

2 − VWY Z +Z2 −UZ2 − 3V Z2

2 −WZ2+ UWZ2

2 − VWZ2 − V 2WZ2

2 +
5Z3

4 − UZ3

2 + 3V Z3

2 + V 2Z3

2 + 5WZ3

4 − VWZ3

2 + W 2Z3

2 − 5Z4

4 + V Z4

2 − WZ4 + Z5

2 ,

G5 = V
2 − Y

2 + UZ
2 + V 2Z

2 − V Y Z+ Y Z2 − Z3

2 + WZ3

2 − Z4

2 ,

G6 = V 2 − 2V Y + Y 2 + WZ2 − Z3,

G7 = −U − V 2 + X + 2V Y − 2Y Z + Z2 −WZ2 + Z3.

Zgodnie z twierdzeniem 2 jest :
{G1} jest baza̧ Gröbnera idea lu h ∩ C[Z,U, V,W ] ,
{G2, . . . , G6} jest baza̧ idea lu h ∩ C[Y,Z, U, V,W ] .

(b) Przy ustawieniu zmiennych w kolejności : Z, Y,X,U, V,W ; baza Gröb-
nera jest nastȩpuja̧ca :

G1 = X6 − 2X5 + 2X4W + X4 + 2X3V − 4X3W − 2X2V + X2W 2 + 2X2W +
2XVW − 2XW 2 + X − U + V 2 − 2VW + W 2 ,

G2 = Y −X3 −XW − V ,
G3 = Z −X2 −W .

(c) Przy ustawieniu zmiennych w kolejności: X,Z, Y, U, V,W ; rachunków
nie uda lo siȩ przeprowadzić do końca.

Przyk lad 2. Idea l

I :=< a2X2 + 2abXY + X + b2Y 2 − U, c2X2 + 2cdXY + d2Y 2 + Y − V >

jest idea lem wykresu odwzorowania

(♭) F : C2 ∋ (x, y) −→ (u, v) = (x + (ax + by)2, y + (cx + dy)2) ∈ C2 .

Dla zmiennych w kolejności: X,Y, U, V ; jego baza Gröbnera {H1, . . . , Hk}
wzglȩdem porza̧dku leksykograficznego jest :

(1) gdy ad− bc ̸= 0, a ̸= 0, c ̸= 0 , to

H1 = Y 4 − 2V Y 2a2

b2c2−2abcd+a2d2− 2UY 2c2

b2c2−2abcd+a2d2 +
Y 3(2a2−2cd)

b2c2−2abcd+a2d2 +
V 2a4

b4c4−4ab3c3d+6a2b2c2d2−4a3bcd3+a4d4− V c2

b4c4−4ab3c3d+6a2b2c2d2−4a3bcd3+a4d4 +
Y c2

b4c4−4ab3c3d+6a2b2c2d2−4a3bcd3+a4d4− 2UV a2c2

b4c4−4ab3c3d+6a2b2c2d2−4a3bcd3+a4d4 +

U2c4

b4c4−4ab3c3d+6a2b2c2d2−4a3bcd3+a4d4 +
V Y (−2a4−4abc2+2a2cd)

b4c4−4ab3c3d+6a2b2c2d2−4a3bcd3+a4d4 +
UY (2a2c2+2c3d)

b4c4−4ab3c3d+6a2b2c2d2−4a3bcd3+a4d4 +
Y 2(a4+4abc2−2a2cd+c2d2)

b4c4−4ab3c3d+6a2b2c2d2−4a3bcd3+a4d4 ,
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H2 = UX − V Xa2

c2 + UY (−(bc)+3ad)
2ac +

V Y (−3abc+a2d)
2c3 +

U(−2a3−bc2−acd)
−4a2bc2+4a3cd +

X(2a3+bc2+acd)
−4a2bc2+4a3cd +

V (2a3+5bc2−3acd)
−4bc4+4ac3d +

Y (−2a3−5bc2+3acd)
−4bc4+4ac3d +

Y 2(4a3bc−b2c3−4a4d−2abc2d+3a2cd2)
4a2c3 +

Y 3(b3c3−3ab2c2d+3a2bcd2−a3d3)
2ac3 ,

H3 = XY +Y 2(bc+ad)
2ac + Uc

−2abc+2a2d−
Xc

−2abc+2a2d−
V a

−2bc2+2acd+ Y a
−2bc2+2acd ,

H4 = X2 − Y 2bd
ac − Ud

−(abc)+a2d+ Xd
−(abc)+a2d+ V b

−(bc2)+acd−
Y b

−(bc2)+acd ,

(2) gdy a = rc, b = rd, cr2 + d ̸= 0, r ∈ C , to

H1 = Y 2 + 2UY c
d+cr2 − 2V Y cr2

d+cr2 − V
d2+2cdr2+c2r4 + Y

d2+2cdr2+c2r4 +
U2c2

d2+2cdr2+c2r4−
2UV c2r2

d2+2cdr2+c2r4 + V 2c2r4

d2+2cdr2+c2r4 ,

H2 = −U + X + V r2 − Y r2,

(3) gdy a = rc, b = rd, cr2 + d = 0, cr ̸= 0 , to

H1 = Y 4 − Y 2

(4c4r8) + Y
(16c6r12) ,

H2 = X − 16c4r10Y 3 − 4c2r6Y 2 + 3r2Y .

Jeśli c = 0 , to H1 = Y −V, H2 = X−U . Jeśli natomiast c ̸= 0, r = 0 ,
to H1 = Y + c2U2 − V ,H2 = X − U .

(4) gdy c = ra, d = rb, r ̸= 0, br2 + a ̸= 0 , to

H1 = Y 2 + 2ar2Y U
br2+a − (2a)Y V

(br2+a) + r2Y
(b2r4+2abr2+a2) + a2r4U2

b2r4+2abr2+a2 −
2a2r2UV

b2r4+2abr2+a2 + a2V 2

b2r4+2abr2+a2 − r2V
b2r4+2abr2+a2 ,

H2 = X − Y
r2 − U + V

r2 .

Jeśli b = 0 , to H1 = Y −V, H2 = X−U . Jeśli natomiast b ̸= 0, r = 0 ,
to H1 = Y − V, H2 = X + b2V 2 − U .

(5) gdy c = 0, d = 0 , to
H1 = Y − V ,

H2 = X2 + 2bXV
a + X

a2 − U
a2 + b2V 2

a2 .

(6) gdy a = 0, bc ̸= 0 , to

H1 = Y 4 − 2dY 3

(b2c) − 2Y 2U
b2 + d2Y 2

b4c2 + 2dY U
b4c + Y

b4c2 + U2

b4 − V
b4c2 ,

H2 = X + b2Y 2 − U .

(7) gdy a = 0, c = 0 d ̸= 0 , to
H1 = Y 2 + Y

d2 − V
d2 ,

H2 = X − b2Y
d2 − U + b2V

d2 .

(8) gdy c = 0, ad ̸= 0 , to
H1 = Y 2 + Y

d2 − V
d2 ,

H2 = X2 + 2bXY
a + X

a2 − b2Y
a2d2 − U

a2 + b2V
a2d2 .

Obserwuja̧c uzyskane wyniki zauważamy że odwzorowanie (♭) jest w laś-
ciwe, niezależnie od wybory sta lych a, b, c, d . Tylko w bardzo szczególnych
przypadkach jest ono wielomianowym automorfizmem10

10Tȩ sama̧ obserwacjȩ można, bez wiȩkszego trudu, uzyskać bez użycia komputera.
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Przyk lad 3. Ustalmy w C5 zmienne w kolejności: U, V,X, Y, Z . Idea l
m :=< X−U2 +V, Y +UV −2V,Z−3V 3 +U > , przy porza̧dku w N5 zadanym
macierza̧: 

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 1 1
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0


ma bazȩ Gröbnera z lożona̧ z 11 nastȩpuja̧cych wielomianów:

G1 = −190X
27 + 16X2

3 − 4X3

3 + X4

9 − 95Y
27 + 64XY

9 − 14X2Y
9 + 20Y 2

9 − 4XY 2

9 +8XY 3 +
2X2Y 3

3 + 10Y 4

3 + Y 6 + XZ
27 + 16Y Z

9 − 8XY Z
9 + X2Y Z

9 − 8Y 2Z
9 − 16Y 3Z

3 − 4XY 3Z −
Y 4Z + 190Z2

27 − 16XZ2

3 + 4X2Z2

3 − X3Z2

9 − 16Y Z2

3 + 4XY Z2

3 + Y 2Z2

3 − Z3

27 ,

G2 = −95V
3 + X

3 + 16V X − 2V X2 + 16Y + 16V Y − 2V XY − X2Y − 4Y 2 +

12V Y 3 − 3Y 4 + 16V Z − 8V XZ + V X2Z − 16Y Z − 4V Y Z + 4XY Z + 2Y 2Z − Z2

3 ,

G3 = 4X
9 − V X

9 − X2

9 + 2Y
9 − 16V Y

3 + V X2Y
3 + 8Y 2

3 + 4V Y 2

3 + 2XY 2 + Y 3

3 +V Y 4−
Y Z
9 + 16V Y Z

3 − 4V XY Z
3 − 4Y 2Z − 2V Y 2Z

3 − XY 2Z
3 − 4Z2

9 + V Z2

9 + XZ2

9 ,

G4 = 16X
3 − 4V X

3 − 8X2

3 + V X2

3 + X3

3 + 8Y
3 − 2V Y

3 −2XY − Y 2

3 −8V Y 2−6V XY 2+

4Y 3 − V Y 3 + XY 3 − 4Y Z
3 + V Y Z

3 + XY Z
3 + 12V Y 2Z + V XY 2Z − 4Y 3Z − 16Z2

3 +
4V Z2

3 + 8XZ2

3 − V XZ2

3 − X2Z2

3 + 4Y Z2

3 ,

G5 = −190V
9 + 16V X − 4V X2 + V X3

3 + 95Y
9 + 40V Y

3 − 16XY
3 − 10V XY

3 + 2X2Y
3 −

16Y 2

3 − V Y 2

3 + 2XY 2

3 + 12V Y 3 + V XY 3 − 4Y 4 + V Z
9 − 16Y Z

3 + 4V Y Z
3 + 8XY Z

3 −
V XY Z

3 − X2Y Z
3 + 4Y 2Z

3 ,

G6 = −16V + 4V 2 + V 2X + V X2 + 8Y + 2V Y + 6XY + Y 2 + 3V Y 3 + 16V Z −
4V 2Z − 4V XZ − 12Y Z − V Y Z −XY Z ,

G7 = −16V + 4V 2 + 4V X + 8Y + 3V Y − V 2Y
4 + 3XY − V XY

2 − X2Y
4 + 9V Y 3

2 −
3Y 4

4 + 16V Z − 4V 2Z − 4V XZ − 12Y Z −V Y Z −XY Z − 3V Y 3Z
4 − 4V Z2 +V 2Z2 +

V XZ2 + 3Y Z2 + V Y Z2

4 + XY Z2

4 ,

G8 = V
3 − V 2

12 + X
3 − V X

6 − X2

12 − 2V 2Y + 3V Y 2

2 − Y 3

4 + V 2Y Z − V Y 2Z
4 − Z2

3 +
V Z2

12 + XZ2

12 ,

G9 = −8V
3 + 2V 2

3 + 2V X
3 + 4Y

3 + V Y
3 + XY

3 + V 2Y 2 + 4V Z
3 − V 2Z

3 − V XZ
3 − 4Y Z

3 ,

G10 = 16V − 8V 2 + V 3 − V X2 − 8Y + 2V Y − 6XY − 2Y 2 − 3V Y 3 − 16V Z +
4V 2Z + 4V XZ + 12Y Z + V Y Z + XY Z ,

G11 = U + 48V − 24V 2 − 3V X2 − 24Y + 6V Y − 18XY − 6Y 2 − 9V Y 3 + Z −
48V Z + 12V 2Z + 12V XZ + 36Y Z + 3V Y Z + 3XY Z .

Jest to baza zredukowana.
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Przyk lad 4.

J = (9a3c2d− 9a2bc3)X4 + (18a3cd2 − 18ab2c3)X3Y

+ (9a3d3 + 27a2bcd2 − 27ab2c2d− 9b3c3)X2Y 2 + (3c2d + 3a3)X2

+ (18a2bd3 − 18b3c2d)XY 3 + (6cd2 + 6a2b)XY

+ (9ab2d3 − 9b3cd2)Y 4 + (3d3 + 3ab2)Y 2 + 1

jest jakobianem odwzorowania

C2 ∋ (x, y) −→ (x + (ax + by)3, y + (cx + dy)3) ∈ C2.

Niech I bȩdzie idea lem pierścienia C[x, y, u, v, a, b, c, d] generowanym przez
10 nastȩpuja̧cych wielomianów:

9a3c2d−9a2bc3 , 18a3cd2−18ab2c3 , 9a3d3 +27a2bcd2−27ab2c2d−9b3c3 , 3c2d+
3a3 , 18a2bd3−18b3c2d , 6cd2+6a2b , 9ab2d3−9b3cd2 , 3d3+3ab2 , x+(ax+by)3−u ,
y + (cx + dy)3 − v .

Zerowanie siȩ pierwszych ośmiu wielomianów jest równoważne temu, że
J = 1 .

Jeśli w N8 ustalimy porza̧dek leksykograficzny oraz zmienne w kolejności:
x, y, u, v, c, d, a, b, to zredukowana baza Gröbnera idea lu I sk lada siȩ z ośmiu
nastȩpuja̧cych wielomianów:

d3 + ab2 , cab2 − da2b , ca2b− da3 , cd2 + a2b , c2d+ a3 , c3b3 + a4b2 , Y +U3c3 −
3U2V a3 − 3UV 2a2b− V 3ab2 − V , X + U3a3 + 3U2V a2b + 3UV 2ab2 − U + V 3b3 .

Ostatnie dwa wielomiany daja̧ wzory na odwzorowanie odwrotne.
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