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Twierdzenie
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Niech X = V (F ) gdzie F jest jednorodnym (nierozkªadalnym),

wielomianem pi¡tego stopnia pi¦ciu zmiennych. Wówczas X jest

trójwymiarow¡ kwintyk¡ w P4. Zaªómy dodatkowo, »e jedynymi

osobliwo±ciami X s¡ zwykªe punkty potrójne.

De�nicja

Zwykªym punktem potrójnym (Ordinary Triple Point) zbioru X
nazywamy taki punkt, w którym równanie X lokalnie przyjmuje

posta¢ f = q3 + ... gdzie V (q3) jest gªadkim zbiorem

algebraicznym w P3.
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Twierdzenie (R. Kloosterman, S.Rams (2019))

Przy powy»szych zaªo»eniach, je»eli istnieje taka hiperpªaszczyzna
H, »e X ∩ H jest rozkªadalny to X posiada co najwy»ej 10 OTP .

Twierdzenie (Varchenko (1983))

X posiada co najwy»ej 11 OTP .

Hipoteza

X posiada co najwy»ej 10 OTP .
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Twierdzenie

Je»eli istnieje X posiadaj¡cy 11 OTP to istnieje krzywa stopnia 15

w P2 posiadaj¡ca 10 punktów potrójnych i 6 punktów krotno±ci 5.

Grzelakowski O punktach potrójnych na trójwymiarowej kwintyce



Problem

Twierdzenie

Dowód

Plan referatu

1 Problem

2 Twierdzenie

3 Dowód

Grzelakowski O punktach potrójnych na trójwymiarowej kwintyce



Problem

Twierdzenie

Dowód

Propozycja (R. Kloosterman, S.Rams (2019))

Niech X b¦dzie trójwymiarow¡ kwintyk¡, a P1, . . . ,Pi jej
potrójnymi punktami osobliwymi. Wówczas:

1 Prosta przechodz¡ca przez dwa z punktów Pi jest zawarta w X

2 �adne trzy punkty osobliwe nie s¡ wspóªliniowe
3 Pªaszczyzna w P4 zawiera co najwy»ej 4 OTP i zachodzi to

wtedy i tylko wtedy gdy jest zawarta w X .
4 Je»eli X zawiera pªaszczyzn¦ to ma co najwy»ej 10 OTP.
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Twierdzenie

Niech X b¦dzie jak w zaªo»eniach. Niech p b¦dzie rzutowaniem X
na P3 z punkty A b¦d¡cego OTP . Wówczas p jest podwójnym
nakryciem P3 rozgaª¦zionym wzdªu» powierzchni S ósmego stopnia.
Niech L b¦dzie prost¡ przechod¡c¡ przez A. Wówczas mo»e zaj±¢:

1 Je»eli #(X ∩ L) = 3 to obraz L jest poza S .
2 Je»eli #(X ∩ L) = 2 to obraz L jest punktem zwyczajnym S .
3 Je»eli #(X ∩ L) = 1 to obraz L jest punktem zwyczajnym S .
4 Je»eli L zawiera si¦ w X ale nie przechodzi przez inny punkt

potrójny X to obraz L jest punktem podwójnym S .
5 Je»eli L przechodzi przez jeszcze jeden punkt potrójny X to

obraz L jest punktem poczwórnym S .
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Idea dowodu.

Mo»emy przyj¡¢, »e A = [1 : 0 : 0 : 0 : 0]. Wówczas, X = V (F ) i
F = x2q3 + xq4 + q5 gdzie qi s¡ wielomianami jednorodnymi

zmiennych y , z , t, u. Wówczas S = V (G ) gdzie
G = q24 − 4q3q5 ⊂ P3.

Analiza pochodnych cz¡stkowych F i G ªatwo prowadzi do

powy»szych wniosków.
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Twierdzenie

Je»eli X posiada 11 OTP to S posiada krzyw¡ osobliw¡.

Twierdzenie (S.Cynk 1999)

Powierzchnia ósmego stopnia w P3 mo»e posiada¢ co najwy»ej 8
izolowanych punktów poczwórnych.
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Twierdzenie (Wniosek)

SSing = V (q3) ∩ V (q4) ∩ V (q5) ⊂ P3

Z twierdzenia Cynka wynika, »e SSing jest krzyw¡ b¦d¡c¡

przeci¦ciem krzywych C12 i C15, które s¡ równe odpowiednio

V (q3) ∩ V (q4) oraz V (q3) ∩ V (q5). Mo»emy je rozpatrywa¢ jako

krzywe na V (q3) czyli na gªadkiej kubice w P3. Mo»na pokaza¢, »e

obrazami punktów potrójnych na X s¡ odpowiednio punkty

podwójne na C12 i potrójne na C15.
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Znany fakt - gªadka kubika w P2 jest rozdmuchaniem P2 w sze±ciu

punktach w generalnym poªo»eniu (Hartshorne). C15 po

zdmuchaniu do P2 jest krzyw¡ stopnia 15, która zachowuje swoje

10 punktów podwójnych a w dodatku pi¦ciokrotnie zawiera ka»dy z

punktów rozdmuchania. To ko«czy dowód.
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