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Klasyczne twierdzenie Bertiniego

Twierdzenie

Niech X b¦dzie nieosobliw¡, domkni¦t¡ podrozmaito±ci¡ Pm
k , gdzie

k jest ciaªem algebraicznie domkni¦tym. Wówczas istnieje

hiperpªaszczyzna H ⊂ Pm
k nie zawieraj¡ca X i taka, »e przeci¦cie

H ∩ X jest gªadkie w ka»dym punkcie. Co wj¦cej, zbiór

hiperpªaszczyzn o tej wªasno±ci stanowi otwarty i g¦sty podzbiór

peªnego systemu liniowego |H| rozwa»anego jako przestrze«

rzutowa.
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Sto»ek algebraiczny C0, Stopie« globalny δ(V )

f1, . . . , fr - wielomiany jednorodne,

C0 = V (f1, . . . , fr ) - sto»ek algebraiczny.

V ⊂ Cm - zbiór algebraiczny, czystego wymiaru,

H ⊂ Cm - generyczna podprzestrze« a�niczna,

dimH = m − dimV ,

degV = #(V ∩ H) - stopie« zbioru V .

V ⊂ Cm - zbiór algebraiczny,

V = V1 ∪ · · · ∪ Vs - rozkªad na skªadowe nierozkªadalne,

δ(V ) = degV1 + · · ·+ degVs - stopie« globalny zbioru V .
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Sªabe twierdzenie Bertiniego

Dla ka»dego a ∈ C, oznaczmy

Na(x1, . . . , xm) = x1 + ax2 + · · ·+ am−1xm.

Twierdzenie

C0 ⊂ Cm - sto»ek algebraiczny czystego wymiaru q ≥ 1,

δ(C0) ≤ d . Wówczas zbiór

A = {a ∈ C : C0 ∩ V (Na) - niewªa±ciwe }

jest sko«czony. Co wi¦cej,

#A ≤ d(m − q).
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Sªabe twierdzenie Bertiniego

W powy»szym twierdzeniu, wªa±ciwo±¢ przeci¦cia C0 ∩ V (Na) nie
mo»e zosta¢ zast¡piona transwersalno±ci¡.
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Sªabe twierdzenie Bertiniego

Przykªad

Niech

C = {(x , y , z) ∈ C3 : y2 − 4xz = 0}.

Oczywi±cie C \ {(0, 0, 0)} jest gªadkim sto»kiem wymiaru 2. Niech

dla a ∈ C
Na(x , y , z) = x + ay + a2z .

Wówczas C ∩ V (Na) 6= ∅ dla ka»dego a ∈ C. Co wi¦cej, je±li

(0, 0, 0) 6= (x0, y0, z0) ∈ C ∩ V (Na), to z0 6= 0, a = −y0
2z0

oraz

x0 =
y20
4z0

. Zatem

Na(x , y , z) = x +
−y0
2z0

y +
y2
0

4z2
0

z =
−1
4z0

(−4z0x + 2y0y − 4x0z)

oraz T(x0,y0,z0)C = V (Na). To pokazuje, »e przeci¦cie C ∩ V (Na)
nie jest transwersalne w (x0, y0, z0).
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System niezale»nych funkcji liniowych

L(m, 1) = {N : Cm → C, N - liniowe}

System funkcji N1, . . . ,Ns ∈ L(m, 1), s ≥ m, nazywamy

niezale»nym je±li dla ka»dego ci¡gu 1 ≤ i1 < · · · < im ≤ s
system Ni1 , . . . ,Nim jest liniowo niezale»ny nad C.
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Gªówny lemat

Kluczow¡ rol¦ w dowodzie twierdzenie Bertiniego odgrywa

Lemat

Niech d ,m, q, b¦d¡ liczbami caªkowitymi dodatnimi, m ≥ 2,

m ≥ q. Niech ` = d(m − q) + q, oraz niech Nj : Cm → C,
1 ≤ j ≤ `, b¦dzie systemem niezale»nych funkcji liniowych.

Wówczas dla ka»dego sto»ka algebraicznego C0 ⊂ Cm takiego, »e

dimC0 ≤ q oraz δ(C0) ≤ d , istniej¡ takie 1 ≤ i1 < · · · < iq ≤ `, »e

C0 ∩ V (Ni1 , . . . ,Niq) = {0}.
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Efekytwne twierdzenie Bertiniego (I)

Twierdzenie

Niech d ,m, q b¦d¡ takimi liczbami caªkowitymi dodatnimi, »e

m ≥ q, niech ` = 2dm−q[(m − q)(d − 1) + 1]q−1 +m − 1, oraz
niech Nj ∈ L(m, 1), 1 ≤ j ≤ `, b¦dzie systemem niezale»nych

funkcji liniowych. Wówczas

Ej1,...,jm−1
=

= {x ∈ Cm : ∃a∈Cm\{0} Nj1(a) = · · · = Njm−1
(a) = 0, axT = 0},

dla 1 ≤ j1 < · · · < jm−1 ≤ ` jest systemem hiperpªaszczyzn, takich

»e dla ka»dego nierozkªadalnego sto»ka algebraicznego V ⊂ Cm,

dimV = q, degV ≤ d takiego, »e V \ {0} jest gªadki, istniej¡ takie

1 ≤ j1 < · · · < jm−1 ≤ `, »e przeci¦cie X = V ∩ Ej1,...,jm−1
jest

transwersalne w ka»dym punkcie x ∈ X \ {0} oraz zbiór X \ {0}
jest gªadki.
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Efekytwne twierdzenie Bertiniego (II)

Twierdzenie

Niech d ,m, q, s b¦d¡ takimi liczbami caªkowitymi dodatnimi, »e

m ≥ q i q − 1 ≥ s, niech
` = dm−q[(m − q)(d − 1) + q − 1] +m(q − 1)− 1, oraz niech

Nj ∈ L(m(q − 1), 1), 1 ≤ j ≤ `, b¦dzie systemem niezale»nych

funkcji liniowych takich, »e

Ks,j1,...,jm(q−1)−1
= {x ∈ Cm : ∃a=(a1,...,aq−1)∈(Cm)q−1\{0}

Nj1(a) = · · · = Njm(q−1)−1
(a) = 0, a1x

T = · · · = asx
T = 0},

dla 1 ≤ j1 < · · · < jm−1 ≤ ` jest systemem podprzestrzeni liniowych

wymiaru m − s. Wówczas dla ka»dego nierozkªadalnego sto»ka

algebraicznego V ⊂ Cm, dimV = q, degV ≤ d takiego, »e

V \ {0} jest gªadki, istniej¡ takie 1 ≤ j1 < · · · < jm(q−1)−1 ≤ `, »e
przeci¦cie X = V ∩ Ks,j1,...,jm(q−1)−1

jest transwersalne w ka»dym

punkcie x ∈ X \ {0} i zbiór X \ {0} jest gªadki.
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Porównanie oszacowa«

Uwaga

Dla d > 1 i q < m oszacowanie liczby ` funkcji liniowych w

twierdzeniu Bertiniego (II) jest lepsze ni» to uzyskane przez

wielokrotne u»ycie oszacowania w twierdzeniu Bertiniego (I).

Istotnie, u»ywaj¡c twierdzenia Bertiniego (I) s-razy, potrzebujemy

przynajmniej

s − 1+ 2dm−q[(m − q)(d − 1) + 1]q−1 +m − 1

funkcji liniowych Nj .
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Porównanie oszacowa«

Uwaga

Na mocy nierówno±ci Bernoulliego mamy

2dm−q[(m − q)(d − 1) + 1]q−1 +m ≥
dm−q[(m−q)(d−1)(q−1)+1]+m+dm−q[(m−q)(d−1)+1]q−1

≥ dm−q[(m − q)(d − 1) + q − 1] +m + 2m−q[m − q + 1]q−1.

Zatem wystarczy udowodni¢, »e

2m−q[m − q + 1]q−1 ≥ m(q − 2)

dla 2 < q < m lub równowa»nie, »e

(m − q) + (q − 1) log2(m − q + 1) ≥ log2m + log2(q − 2)

dla 2 < q < m. Oczywi±cie dla q = 2 teza zachodzi. Bezpo±rednio

sprawdzamy powy»sz¡ nierówno±¢ dla m ≥ q + 1.
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Efektywny wzór na stopie« lokalny deg0 V

U - otoczenie 0 ∈ Cm,

V ⊂ Cm - zbiór algebraiczny czystego wymiaru, 0 ∈ V
H ⊂ Cm - generyczna podprzestrze« liniowa,

dimH = m − dimV ,

deg0 V = #(V ∩ H ∩ U) - stopie« lokalny zbioru V w 0.

Wniosek

Dla dowolnego zbioru algebraicznego V = V (f1, . . . , fr ) ⊂ Cm

czystego wymiaru q, gdzie fj ∈ C[x1, . . . , xn], deg fj ≤ d dla

1 ≤ j ≤ r , mamy

deg0 V = max
1≤j1<···<jm(q−1)−1≤`

deg0(V ∩ Ks,j1,...,jm(q−1)−1
).

dla ka»dego 1 ≤ s ≤ q.
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Efektywny wzór na krotno±¢ i0(f )

f : (Cn, 0)→ (Cm, 0), m ≥ n - odwzorowanie wielomianowe

sko«czone w 0.

i0(f ) := i(graph f · (Cn × {0}); (0, 0)) - krotno±¢ f w 0

Twierdzenie

Niech m ≥ n b¦d¡ liczbami caªkowitymi dodatnimi, niech

` = dn(m − n) + n. Wówczas dla ka»dego, niezale»nego systemu

funkcji liniowych Lj ∈ L(m, 1), 1 ≤ j ≤ `, oraz dla ka»dego

odwzorowania wielomianowego f : (Cn, 0)→ (Cm, 0) stopnia d ,
sko«czonego w 0, mamy

i0(f ) = min
1≤i1<···<in≤`

dimCO /((Li1 , . . . , Lin) ◦ f ).
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Efektywny wzór na wykªadnik �ojasiewicza L0(f )

f : (Cn, 0)→ (Cm, 0), m ≥ n - odwzorowanie wielomianowe

sko«czone w 0.

L0(f ) = inf{ν ∈ R+ : ∃C>0 |f (z)| ≥ C |z |ν , |z | → 0} - wykªadnik
�ojasiewicza f w 0.

Twierdzenie

Niech m ≥ n b¦d¡ liczbami caªkowitymi dodatnimi, niech

` = dn(m − n) + n, oraz niech Lj ∈ L(m, 1), 1 ≤ j ≤ `, b¦dzie
systemem niezale»nych funkcji liniowych. Wówczas dla ka»dego

odwzorowania wielomianowego f : (Cn, 0)→ (Cm, 0) sko«czonego
w 0 takiego, »e deg f ≤ d mamy

L0(f ) = min
1≤i1<···<in≤`

L0((Li1 , . . . , Lin) ◦ f ).
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Efektywne twierdzenie Bertiniego

Dzi¦kuj¦ za uwag¦ !
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